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Java-Applet zu kubischen Splines

~cq/2010/skript/Applets/Splines/App.html




Bewertung von Splines

bei vielen Stutzpunkten:

e hoher Rechenaufwand zur LOsung des
Gleichungssystems

e Kein lokaler Einfluss moglich



Kontrollpunkte

P:(l—t)'Pl—I—t'PQ



Bézier-Kurven

I:)0
Pierre Bézier
1911-1999
Ingenieur bei Renault
Py
Paul deCasteljau P,

1930 -
Ingenieur bei Citroen



Bernstein-Polynome

n+1 Kontrollpunkte

Jeder Kontrollpunkt P;
wird gewichtet mit Bernstein-Polynom B;

P(t)=) Bia(t)- P, 0<t<1
1=0




Bernstein-Polynome 3. Grades

1.0 1.0T

BO,3:(1—t)3 3173:3't°(1_t)2

B33 =13

>

0.0 1.0 0.0 1.0



Bernsteinpolynome 3. Grades
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Eigenschaften der Bernstein-Polynome

Alle Bernsteinpolynome sind positiv auf [O,1]

n
Z B, n(t) =1 fur jedes feste t
i=0

Bin(t) = Bn—in(l —1t)

Maxima von B; ,,(t) beit = 2,i=0,...,n

qu;C,iZ(t) —n . (Bi—l,n—l(t) — Bi,n—l(t))ai > 0
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Beispiele fur Bézierkurven
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Approximation von Viertelkreis
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Bezier-Viertelkreis

fit) =3-t-(1—t)2-0.551897 +3 - t2- (1 —t) + ¢°
falt) = (1=)3+3-t- (1—1)>+3-12- (1 —t) - 0.551897
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Bézier-Kurven aneinandersetzen
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Bézier-Kurve nach de Casteljau

1
Py 3(3)
o e O
2 1 1 1
3 ‘PO,2(§) T 3 P1’3(§)
N

7 N 7 -
2. Poa(3)+ 5 Pra(3) 2-Pia(d)+ 5 Pos(3)

15



Berechnung nach de Casteljau

Berechne P(1/3)

Qo
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Q0123 Q
123

Q, Q1o Q,
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halbiere

Point halbiere(Point P1,
Point P = new Point();
P.x = (P1.x + P2.x)/2;
P.y = (P1l.y + P2.y)/2;
return P;

}

Point P2){
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Rekursion nach de Casteljau

void bezier(Point PO, Point P1,
Point P2, Point P3, Int tiefe) {
iIT (tiefe == 0) drawLine(PO, P3); else {

tiefe--;

Point PO1 = halbiere(PO, P1);

Point P12 = halbiere(P1, P2);

Point P23 = halbiere(P2, P3);

Point P012 = halbiere(PO1, P12);

Point P123 = halbiere(P12, P23);

Point P0123 = halbiere(P012, P123): 1Ps
bezier(PO, P01, P012, P0123, tiefe);
bezier(P0123, P123, P23, P3, tiefe); P,,
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Java-Applet zu Bezier-Kurven

~ca/2010/skript/Applets/Splines/App.html
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Bewertung von Bézier-Kurven

e Grad der Polynome
Ist abh&ngig von Zahl der Kontrollpunkte

e Alle Kontrollpunkte
wirken auf die gesamte Kurve

Wunsch:
e fester Polynomgrad
e |okaler Einfluss
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Wunsch: Lokaler Einfluss

z.B. Einfluss von maximal vier Kontrollpunkten
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B-Splines

wahle n+1 Kontrollpunkte P4, P, ..., P
wahle k

wahle Knotenvektor t,, t,, t,, ..., t .\
konstruiere n+1 Gewichtsfunktionen
Gewichtsfunktion wirkt auf max. k Abschnitte

Gewichtsfunktion ist Polynom vom Grad k-1
(abschnittsweise)

n

22



Konstruktion von B-Splines
1 = (t07t17 K 7tn-|—k)7tj < tj—l—l

1 falls tj <t< tj_|_1
0 sonst i=0,....n+k—1

Nj1(t) = {

Nji(t) = =2 - Njia(t) +

tj+i—1—t;

bivi=t N
tjri—tj11 ]"‘17@_1(1’-)

P() =3 Nualt) - P
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Beispiel fur Knotenvektor

0 falls 7 < k
ti=1< J—k+1 fallsk<j<n
n—k+2 fallsj>n

j€40,...,n+ k} te|0,n—k+ 2]

Beispiel: n=4, k=3
Knotenvektor: 1" = (0,0,0,1,2, 3,3, 3)
Beispiel: n=38, k=4

Knotenvektor:  T" = (0,0,0,0,1,2,3,4,5,6,6,6,6)
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Konstruktion von N; ; far n=4, k=3

0123012301230123012301230123
NO,l Nl,l N2,l N3,1 N4,l N5,l N6,l

n+k Ausgangsfunktionen
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N3 o

Konstruktion von N;,

= (t— 1) - N3 1+ (S—t) - Ny 1
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Konstruktion von N,
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Konstruktion von N;

Nn+1 Gewichtsfunktionen

I\IOB 13 I\|23 PJSS

AAAAA

I\IOZ 12 I\|22 I\I32

AAA AAA

n+k Ausgangsfunktionen
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Gewichtspolynome fur n=4, k=3

No 3(t)

Ny 5(t)

0O 1 2 3
- N4,3(t)
0O 1 2 3

1..

N25(t)
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Sonderfall

k mal k mal

Ni k(1) = 7;!-((1]::1187;)! (1 — k1

_ ( n ) (1t = By n(t)

(

= Bernstein-Polynome sind Spezialfall von B-Splines
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Java-Applet von B-Splines

~cq/2010/skript/Applets/Splines/App.html
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Bewertung von B-Splines

e tolle Sache !

aber:
e kein Kreis
e nur invariant bzgl. affiner Abbildungen
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Affine Abbildung

J=A-Z+b
Translation
Skalierung
Rotation
Scherung
Spiegelung sind affine Abbildungen
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Invarianz bzgl Abbildung

| TN

B-Splines sind nicht invariant unter Projektion !
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