Kapitel 12

Mathematische Grundlagen

In diesem Kapitel werden die mathematischen Grundlagen dargelegtjrdégef Darstellung von
dreidimensionalen Objekten notwendig sind.

12.1 3D-Koordinatensystem

Weit verbreitet ist das kartesische Koordinaten-System, z.B. in der réciligien Form.

Bei gespreizten Fingern der rechten Hand zeigt der DaumewrRithtung, der Zeigefinger ig-
Richtung, der Mittelfinger irz-Richtung.
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12.2 Lange und Kreuzprodukt

\%1
V= )
V3

VI o=V + V5 + V3

Gegeben sei ein 3D-Vektor

SeinelL angeist definiert als
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Gegeben seien zwei 3D-Vektoren

V1 W1
V=| v | undw={ w,
V3 W3

DasKreuzprodukt vonVv undw ist definiert als

Vo - W3 —V3-W>
VXW=| Vv3-Wi—Vi-W3
Vi-W2 —Vo-Wq

Der Vektorv x w steht senkrecht awfund steht senkrecht auf. Seine lange entspricht der &the
des durch/ undw aufgespannten Parallelogramms, d.h.

IV x W| = || - W] - sin(o)

VX W

\Y

~

w

In einem rechtsindigen Koordinatensystem entspricht bei gespreizten Fingern der Daumen
vV, der Zeigefingerw, der Mittelfinger Vv x w. Ein Applet zur Visualisierung liegt unter
http://www-lehre.inf.uos.de/"cg/2008/skript/Applets/CrossProduct

Anwendung des Kreuzprodukts
Gegeben sei eine &the durch 3 nicht kollineare Punk®g P, Ps.

P3

Py P

Der VektorP, — P; x P; = P; bildet den Normalenvektor zur &the.

Ist eine Ebene durch ihre Ebenengleichdog By+ Cz+ D = 0 gegeben, so ergibt sich der Norma-
lenvektor alSABC)T.

Ist ein NormalenvektofA B C)" gegeben, so errechnet sibtdurch Einsetzen eines beliebigen Punk-
tes der Ebene.

Ein Punkt(x,y, z) liegt
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oberhalb der Ebene, fallsAx+By+Cz> —-D
unterhalb der Ebene, fallsAx+By+Cz< —D
in der Ebene, falls Ax+By+Cz=-D

Wir werden jede ebene &the als Ausschnitt einer Ebene ansehen und dem entsprechenden Polygon
eine Fhchennormal@ zuweisen. Der Umlaufsinn des Polygons entscheidet, in welche Richtung die
Flachennormale weist:

P1
P1 P2
0\ -
P3
P3 Dreieck mit Punkten im
Dreieck mit Punkten im Uhrzeigersinn Gegenuhrzeigersinn

Umlaufsinn bei Polygonen

ObdA werden der erste, der zweite und der letzte Punkt eines Polygons zur Bestimmung der Normalen
herangezogen. Im Fall eines im Uhrzeigersicio¢kwisé orientierten Polygons ergibt sich:

V2 - W3 —V3- W2
nEW:Pl—ngPZ—P1:V><\Tv: V3-W1 —V1-W3
Vi-W2 —V2-Wq

Falls das Polygon gegen den Uhrzeigerstwufiter clockwisgorientiert ist, tauschen die Vektor&n
undw die Phtze:

W2 -V3 —Ws3-V2
nECW:Pg—Pleg—Plz—Wx—V: W3-V1 —Wqp-V3
W1 -V2 —Wz-Vq

Es gilt also:

. R
New = —Neew

Die beiden Normalen weisen in entgegengesetzte Richtungen (Schiefsymmetrie des Kreuzproduktes).

Wir werden alle Polygone gegen den Uhrzeigersinn orientiereri=ir konvexe Polygone gilt dann:
Die Normale einer Fche, die man so betrachtet, dal sie gegen den Uhrzeigersinn orientiert ist, zeigt
in Richtung des Betrachters. Man "sieht” die Seite déchE, die die "Aul3enseite” sein soll.

Das Kreuzprodukt ist linear in jedem Argument. Es ist weder kommutativ (S.0.) noch assqzativ (
b) xC#dx (bxT)).
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12.3 Skalarprodukt

Gegeben seien zwatdimensionale Vektorew, w.
DasSkalarprodukt lautet:

n
VW= Zlviwi
i=

Fir Vektorend, b, ¢ unds € R gilt:

&b = b-a (Symmetrie)
(@+¢)-b = a-b+c-b (Linearitat)
(d)-b = s(ab) (Homogeniat)

Ib| = b-b (euklidische Norm)

Anwendungen des Skalarprodukts:
Gegeben zwei Vektorenyw. Fir den Winkela zwischerv undw gilt:

V-
V]|

s

coqa) =

=

\Y

w

Esgilt: Vv.w<0 < Vundwschlieen einen Winkel von mehr &6° ein
V-w=0 <« Vstehtsenkrecht au®
V-w>0 <« vundwschlieRen einen Winkel von weniger 8% ein

Es gilt: ri- T = —D beschreibt eine Ebené@rfD € R und Normalenvekton. Alle Ldsungsvektoren

T liegen (als Punkte aufgefaldt) auf der Ebene. Das Skalarprodukt aller Ebenenpunkte (als Vektoren

geschrieben) mit dem Normalenvektor ist konstant.

12.4 Matrixinversion

Analog zum zweidimensionalen Fall werden die dreidimensionalen Transformationen durch Ver-

knipfung homogener Koordinaten it 4-Transformationsmatrizen dargestellt.
SeiA = (ai), 1 <i,k <4, eine4 x 4-Matrix:

a1 a2 13 g

az1 az2 az3 azg
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IstD = det A= |aj| die Determinantevon A, so bezeichnet man dlinterdeterminantees Elementes
ai diejenige 3-reihige Determinante, die @dglurch Streichen derten Zeile und dek-ten Spalte
hervorgeht. Unter deidjunktenAy des Elementesix versteht man die mit dem Vorzeich(aﬂl)i+k
versehene Unterdeterminante \van

Beispiel:

a1 a2 Qs
Agz=—| @g1 az2 ag4 | = —[a11(232844 — A34842) — A12(A31844 — A34841) + A14(A31242 — A32841)]
a1 Q42 aQus

Die Adjunkten sind iitzlich zur Berechnung der Determinanten Vosowie definversen MatrixA—1
(sofern diese existiert!):

A1 Ar Asr Aar
1 A A A A
~detA | Az Az Agz Asz
Ais Aos Az Ay

4
detA=Y anAu Al
k=1

12.5 Wechsel eines Koordinatensystems

Wenn wir ein Koordinatensystemaklilen, um die Punkte dé&® zu beschreiben, dannaklen wir

damit auch eine Basis, die den Vektorraum aufspannt. Die Basisvektoren sind die Einheitsvektoren in
Richtung der Koordinatenachsen. Zwei verschiedene Koordinatensysteme haben zwei verschiedene
Basen.

Die Transformation von einem Koordinatensystem in ein anderes bedeutet also einen Basiswechsel.
Gegeben sei ein Koordinatensystér(z.B. das Kartesische Koordinatensystem) mit zagejer Ba-
sis 4. Z.B. die kanonische Basis (in Matrixschreibweise mit Spaltenvektoren):

/qkart =

o or
[oN o]
= O O

In homogenen Koordinaten werden als vierter Spaltenvektor die Koordinaten des Ursprungs von Ko-
ordinatensystem, beschrieben bzgl. Basi# (hier also:(0 00 )T), hinzugenommen:

1 000

0
-qkart— O

0

o o
O O
= O O

Weiterhin sei ein zweites - voA verschiedenes - Koordinatensyst&ygegeben. Auch dieses Koor-
dinatensystem spezifiziert 4 ausgezeichnete Elemente: Seinen Ursprunddpumnkt die drei Ein-
heitsvektorerBy, By, B,.

Diese Elemente lassen sich sowohl bzgl. der Basas auch bzgl. der BasiB8 darstellen. Um von
einer Darstellung in die andere zu kommen, muf die gegebene Darstellung nur mit der im Folgenden
beschriebenen Matrix multipliziert werden.
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Wenn man die homogenen Koordinatenvektoren in Spaltenschreibweise nebeneinander anordnet er-
geben sie die MatriMs_, 4, die denUbergang von Basi® zur Basis4 beschreibt:

M@Hﬂ = <§x gy B’z B\N)

y
By
° Bx
X P B
A Bw
4
Bz
Beispiel(fur den 2-dimensionalen Fall):
By Ay Bx

x-Achse: B, lautet \/g \[ 07

(
y-Achse: B, lautet (—
Ursprung: B, lautet (4
Punkt: Pz lautet (2-v/2,4-/2,1)

Der Aufbau der MatrixM_, ; repiasentiert die erforderliche Drehung und Verschiebung, um einen
aus der Sicht von Koordinatensystén(also bzgl. BasigB beschriebenen Puni& aus der Sicht
von KoordinatensysterA (also bzgl.A2) zu beschreiben. Im zwei-dimensionalen Fall wird acimst

der PunktP um den Winkela gedreht, der sich zwischen den Achsen der Koordinatensyséeme
und B befindet. Dann wird eine Translation durchigieft mit dem Wert der Ursprungsposition von
B. Cosinus und Sinus des Drehwinkelsergeben sich gerade aus den Werdmew. b, wobei die
Einheitsvektorerfa b)™ und(—b a)" die Basis fir KoordinatensysterB darstellen.

Also lafdt sich in obigem Beispiel der Purkivie folgt transformieren:

7\/%4 2.2 2

0 0 1

NI

Nl
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Um einen PunkP4; im Koordinatensystem bzgl. des KoordinatensysterBszu spezifizieren, ver-
wendet man die inverse Matrix Mg_, 4:

Mg_. 7Pz = PBa

& Pa=Mgzl, Pa



