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§2 Genome Sequencing

2.1 Shotgun-Methode und Shortest Super Strings

DNA-Fragmente bis zu einer Länge von ca. 700 bp (Basenpaaren) können mittels des Verfahrens der Gel-Elektrophorese schnell und weitgehend automatisch analysiert (sequenziert) werden. Die Analyse längerer DNA-Fragmente geschieht dadurch, dass identische Kopien des zu analysierenden DNA-Stranges zufällig in kurze Fragmente zerlegt werden (shotgun-Methode) und diese beispielsweise mit obiger Methode sequenziert werden. Überlappen sich die Fragmente hinreichend stark und überdecken sie den DNA-Strang hinreichend gut, so kann man wegen der in den Überlappungen der Fragmente enthaltenen Redundanz hoffen, von den sequenzierten Fragmenten auf die wahre Gesamt-DNA schließen zu können (fragment assembly). Es erscheint dabei sinnvoll, nach einem String kürzester Länge zu suchen, der alle Fragmente als Teilstrings enthält. (Probleme machen dabei allerdings sich wiederholende Fragmente, sog. repeats). Ein solcher bietet sich als Kandidat für den „wahren“ DNA-String an. Weniger sinnvoll wäre sicherlich ein String, der aus der Verkettung aller Fragmente in irgend einer Reihenfolge entsteht. Die algorithmische Problemstellung, die hieraus erwächst, ist das sogenannte Shortest Superstring Problem.

SHORTEST SUPER STRING (SSS)

Gegeben ist eine endliche Menge F von Strings. Gesucht wird ein String minimaler Länge, der alle Strings aus F als Teilstrings enthält.

Beispiel: Die Fragmente seien ATAT, TATT, TTAT, TATA, TAAT, AATA. Wir verschmelzen jeweils die beiden Strings mit der längsten Überlappung (Greedy-Algorithmus). Dies ergibt der Reihe nach:


ATAT

TATT

TTAT

TATA

TAAT

AATA


ATATT
TTAT

TATA

TAAT

AATA


TATATT
TTAT

TAAT

AATA


TTATATT
TAAT

AATA


TTATATT
AATAAT



AATAATTATATT


Leider ist dieser Superstring der Länge 12 nicht der kürzest mögliche. Die folgende, im zweiten Schritt „weniger gierige“ Reihenfolge ergibt einen kürzeren Superstring der Länge 10.


ATAT

TATT

TTAT

TATA

TAAT

AATA


ATATT
TTAT

TATA

TAAT

AATA


ATATTAT
TATA

TAAT

AATA


ATATTATA
TAAT

AATA


ATATTATA
TAATA


TAATATTATA

Dieses Phänomen legt den Verdacht nahe, dass das Problem SSS zu den nicht ganz einfachen gehören könnte. In der Tat gilt auch die folgende Aussage:

Satz  
Das Problem SSS ist NP-hart.

Beweis: Gallant, J., Maier, D. and Storer, J. (1980), On finding minimal length superstrings. Journal Comp. Systems Sci., 20, 50-58.

Für die weitere Diskussion benötigen wir einige elementare Begriffe.

Definition
   Eine Stringmenge F heißt teilstringfrei, falls es in F keine Strings A und B gibt, so dass A ein echter Teilstring von B ist. Im folgende sei F teilstringfrei. Die Summe der Länge aller Strings in F bezeichnen wir mit ||F||. Seien A und B Strings in F. Der längste String P, der sowohl echtes Suffix von A wie auch echtes Präfix von B ist, wird Überlapp von A mit B genannt und mit overlap(A,B) bezeichnet, seine Länge wird mit o(A,B) bezeichnet. Das Präfix von A der Länge p(A,B) := |A| - o(A,B) bezeichnen wir  mit prefix(A,B). Das Suffix von B der Länge s(A,B) =  |B| - o(A,B) bezeichnen wir mit suffix(A,B). Den String prefix(A,B)overlap(A,B)suffix(A,B) nennen wir die Verschmelzung von A mit B und bezeichnen ihn mit v(A,B).

Beispiele: 
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C

 


overlap(ATAT, TATG) = TAT

overlap(ATAT, ATAT) = AT

prefix(ATAT, TATG) = A


prefix(ATAT, ATAT) = AT

suffix(ATAT,TATG) = G


suffix(ATAT,ATAT) = AT

Es gilt A = prefix(A,B)overlap(A,B) und B = overlap(A,B)suffix(A,B). Sind A und B verschiedene Strings und ist P ein Suffix von A und ein Präfix von B, so ist P automatisch echtes Suffix von A und echtes Suffix von B, da ansonsten B ein Teilstring von A oder A ein Teilstring von B wäre. String overlap(A,B) kann das leere Wort sein. Sind A und B identisch, so ist auch A ein Suffix von A und ein Präfix von B; bei der Definition des Überlapps verlangen wir aber, dass nur echte Suffixe und Präfixe betrachtet werden. 

Formulieren wir mit diesen Begriffen nun einen einfachen Greedy-Algorithmus SSSgreedy:
INPUT StringSet F; /* F teilstringfrei */

WHILE F enthält noch mehr als einen String 

DO

 
Wähle A, B in F mit o(A,B) maximal;


F := (F - {A, B}) ( {V(A,B)};

END;

Gib den einzigen String in F aus;

Beispiele belegen, dass der Greedy-Algorithmus zwar nicht immer einen minimalen Superstring berechnet, der von ihm berechnete Superstring S aber im Vergleich zu einem Superstring minimaler Länge S* nicht beliebig schlecht abschneidet. Man hat noch kein Beispiel gefunden, bei dem |S| > 2|S*| galt. Könnte man beweisen, dass stets (also bei jeder Eingabemenge F) |S| ( 2|S*| gilt, so wäre SSSgreedy ein sog. approximativer Algorithmus der Güte 2 (zu den Definitionen siehe Anhang I) Bewiesen werden konnte, dass der Greedy-Algorithmus eine Approximationsgüte von 2,75 hat. Der Beweis ist allerdings nicht einfach.

PROJEKT: Man implementiere den Greedy-Algorithmus. Man implementiere einen Suchalgorithmus (so effizient es eben geht), der garantiert einen kürzesten Superstring berechnet. Nun ermittle man die Approximationsgüte des Greedy-Algorithmus auf diversen Beispiel-eingaben (soweit der exponentielle Suchalgorithmus dies von der Laufzeit her erlaubt). Man experimentiere dabei mit unterschiedlichen Alphabeten (Binär, Buchstaben, Nukleotide, Aminosäuren).

Wir werden einen anderen approximativen Algorithmus der Güte 4 kennen lernen. Zwar ist dieser Algorithmen ein wenig komplizierter als der Greedy-Algorithmus, dafür können wir aber definitiv seine Approximationsgüte 4 beweisen. Weitere Verbesserungen, etwa bis zur Güte 2 2/3 = 2,666... sind bekannt, erfordern aber einen erheblich weiter gehenden mathematischen Aufwand (Armen, C. and Stein, C., A 2 2/3-approximation algorithm for the shortest superstring problem. In Proceedings of the Seventh Symposium on Combinatorial Pattern Matching, Lecture Notes in Computer Scienve 1075, , 87 – 103, Springer-Verlag, 1996). Interessant ist in diesem Zusammenhang auch, dass der erzielbaren Approximationsgüte Grenzen gesetzt sind:

Satz    Sofern P ungleich NP ist, gibt es eine Zahl r > 1, zu der es keinen effizienten approximativen Algorithmus für SSS der Güte r gibt; SSS ist also nicht beliebig gut approximativ lösbar. 

Der Beweis dieses Satzes erfordert sehr tiefe Einsichten in komplexitätstheoretische Fragen (probabilistically checkable proofs, PCP-Theorem). Er wurde erst vor wenigen Jahren erzielt. 

Nun aber die Details eines approximativen Algorithmus der Güte 4. Es sei F eine teilstringfreie Menge. (Dies kann o.B.d.A. vorausgesetzt werden: Lässt man Strings, die echte Teilstrings von anderen sind, weg, so ändert dies an kürzesten Superstrings nichts). 

Definition
  Der Präfixgraph von F ist der vollständige, gerichtete, bewertete Graph PF mit Knotenmenge F und Kantenbewertungs-funktion w(S,T) = p(S,T). Der Überlappgraph von F ist der vollständige, gerichtete, bewertete Graph OF mit Knotenmenge F und Kantenbewertungsfunktion w(S,T) = o(S,T).
Für die obige Stringmenge F = {ATAT, TATT, TTAT, TATA, TAAT, AATA} hat der Präfixgraph folgende Adjazenzmatrix:

	
	ATAT
	TATT
	TTAT
	TATA
	TAAT
	AATA

	ATAT
	2
	1
	3
	1
	3
	4

	TATT
	4
	3
	2
	3
	3
	4

	TTAT
	2
	1
	3
	1
	3
	4

	TATA
	1
	2
	4
	2
	2
	3

	TAAT
	2
	3
	3
	3
	3
	1

	AATA
	1
	2
	4
	2
	2
	3
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Definition   Sei S((1), S((2), …, S((n), S((1) ein Hamiltonkreis im Präfixgraphen von F. Der durch diesen Kreis erzeugte String ist der String S(() =  prefix(S((1),S((2))prefix(S((2),S((3))...prefix(S((n-1),S((n))S((n).

Bemerkungen und Beispiele:

Wir betrachten einen Hamiltonkreis S1, S2, S3, S4, S1:

a) In „rot“ die 4 Präfixe; die Summe der Längen definiert die Kosten des Hamiltonkreises:

      

 




b) In „grün“ die 4 Overlaps; zusammen mit den roten Präfixen ergibt deren Länge insgesamt ||F||:

      

 



c) Präfixe und Overlaps zusammen haben die Länge ||F||:

      

 




d) In „blau“ der erzeugte String, der um o(S4,S1) („hellblau“) länger als die Kosten des Hamiltonkreises ist: 
      

 




e) Der Hamiltonkreis in PF (Überlapps mit dem jeweils nächsten String sind unterstrichen)

ATAT ( TATT ( TTAT ( TATA ( TAAT ( AATA ( ATAT

erzeugt den Superstring ATATATAATA der Länge 11. Der Hamiltonkreis in PF 

TAAT ( AATA ( ATAT ( TATT ( TTAT ( TATA ( TAAT 

erzeugt den kürzeren Superstring TAATATTAAT der Länge 10 aus dem zweiten der Beispiele zu Beginn des Paragraphen.

Lemma 1: Sei S(() der durch den Hamiltonkreis S((1), S((2), …, S((n), S((1) erzeugte String. 

a) S(() ist ein Superstring von F.

b) |S(()| = p(S((1),S((2)) + p(S((2),S((3)) +  ...  + p(S((n),S((1)) + o(S((n),S((1))

c) p(S((1),S((2)) + p(S((2),S((3)) +  ...  + p(S((n),S((1)) = 

||F|| - o(S((1),S((2)) - o(S((2),S((3)) -  ...  - o(S((n),S((1))

d) Jeder kürzeste Superstring S von F wird von einem Hamiltonkreis in GF erzeugt.

Beweis: 

a) ist trivial. 

b) folgt aus der Definition von S((), da S((n) = prefix(S((n),S((1))overlap(S((n),S((1)) gilt.

c) p(S((1),S((2)) + p(S((2),S((3)) +  ...  + p(S((n),S((1)) +

o(S((1),S((2)) + o(S((2),S((3)) +  ...  + o(S((n),S((1)) =

| S((1)| + | S((2)| + … + | S((n)| = ||F||

d) Sei S ein kürzester Superstring von F. Ordne die Vorkommen der Strings aus F gemäß ihrer Startposition in S an: S((1), S((2), ... S((n). Da S ein kürzester Superstring und F teilstringfrei ist, gilt für die Startpositionen a1, a2,..., an und Endpositionen b1, b2,..., bn dieser Strings in S, dass 1 = a1 < a2 < ... < an und  b1 < b2 < ... < bn = |S|, ferner ai < bi. S wird somit durch den Hamiltonkreis S((1), S((2), …, S((n), S((1) erzeugt. Schließlich müssen in einem kürzesten Superstring der String S((i) und S((i+1) maximal verschmolzen sein (sonst könnte man den Superstring weiter verkürzen). Somit ist S = S(().

Zusammenfassend können wir festhalten, dass ein Hamiltonkreis im Präfixgraphen von F einen Superstring von F definiert, wobei die Länge des Superstrings mindestens so groß wie die Kosten des Hamiltonkreises sind. Die Bestimmung eines Hamiltonkreises mit minimalen Kosten ist das berühmte Traveling Salesman Problem (TSP). 

TRAVELING SALESMAN PROBLEM (TSP)

Gegeben ist ein gerichteter, bewerteter Graph (V,E,w) mit n Knoten.

Man finde einen Kreis S((1), S((2), …, S((n), S((1) mit minimalen Kosten w(S((1),S((2)) + ... + w(S((n-1),S((n)) + w(S((n),S((1)).

Leider ist dieses Problem NP-schwierig. Selbst wenn wir es lösen könnten, würden wir damit noch keinen kürzesten Superstring erhalten, da sich minimale Kreiskosten und Länge eines kürzesten Superstrings um den Wert o(S((n),S((1)) unterscheiden. Immerhin aber sind die minimalen Kreiskosten höchstens so groß wie die Länge eines kürzesten Superstrings.

Alternativ könnten wir im Überlappgraphen nach einem Hamiltonkreis mit maximalen Kosten suchen, der entsprechend einen Superstring S erzeugen würde. Aber auch dieses Problem ist NP-schwierig. 

Eine kleine Abschwächung des Problems des minimalen Hamiltonkreises führt dagegen auf ein effizient lösbares Problem, welches wir zum Entwurf eines approximativen Verfahrens für das Problem SSS benutzen können. Wir suchen dazu im Präfixgraphen nicht nach einem Hamiltonkreis mit minimalen Kosten, sondern nach einer Überdeckung der Knotenmenge durch endlich viele disjunkte Kreise mit minimalen Gesamtkosten, einer sog. minimalen Kreisüberdeckung (Minimum Cycle Cover). 

MINIMUM CYCLE COVER (MCC)

Gegeben ist ein gerichteter, bewerteter Graph (V,E,w) mit n Knoten.

Man finde eine Überdeckung der Knoten mit disjunkten einfachen Kreisen, so dass die aufsummierten Kantenkosten über alle in den Kreisen verwendeten Kanten minimal sind.

Da jeder Hamiltonkreis auch eine Kreisüberdeckung ist (es gibt eben nur einen einzigen Kreis), sind die minimalen Kosten einer Kreisüberdeckung höchstens so groß wie die minimalen Kosten eines Hamiltonkreises (manchmal sind sie echt kleiner). Es wird sich zeigen, dass sie nicht beliebig weit von der minimalen Länge eines Superstrings entfernt liegen.

 Definition   Für eine teilstringfreie Menge F seien definiert:

optSSS(F) = Länge eines kürzesten Superstrings von F, 

optTSP(F) = Kosten eines minimalen Hamiltonkreises in GF  

optMCC(F) = Kosten einer minimalen Zyklusüberdeckung in G
Lemma: optMCC (F) ( optTSP(F) ( optSSS(F).

Beweis: Alles für den Beweis Nötige wurde in der obigen Diskussion bereits festgestellt.

Der approximative SSS-Algorithmus SSSapprox funktioniert nun wie folgt:

INPUT StringSet F; /* F teilstringfrei */

Berechne eine minimale Kreisüberdeckung C 

des Präfixgraphen von F;

Für jeden Kreis ( bilde den von ( 

erzeugten String S(();

Gib die Verkettung aller Strings S(() aus;

Beispiel: Kreisüberdeckung mit drei Kreisen und den drei durch diese definierten Strings:

      

 









 



Eine leicht modifizierte Sicht von Kreisen und den durch diese erzeugten Strings erleichtert die Analyse dieses Algorithmus. 

Wir betrachten das Präfix P := prefix(S((1),S((2))prefix(S((2),S((3))...prefix(S((k),S((k))  von S(() etwas genauer. Am Beispiel wird deutlich, wie P in den Strings S((1), S((2), ..., S((k), zyklisch auftritt:


Kreis S1, S2, S3, S1: P erscheint in den Diagrammen als 
























Lemma: Sei S((1), S((2), …, S((k), S((1) ein Kreis und P(() der String                                     prefix(S((1),S((2))prefix(S((2),S((3))...prefix(S((k),S((1)). Dann ist S(() und jeder der Strings in S((1), S((2), …, S((k) ein Teilstring von Pm = PPP…P (m mal P), für ein geeignetes m > 0. 

Man sagt hierzu auch, dass die Strings S((1), S((2), …, S((k)  und S(() von P zyklisch überdeckt werden und sie die Periode |P| haben. Ferner stimmt |P| mit den Kosten des Kreises S((1), S((2), …, S((k), S((1) überein.

Beweis: Offensichtlich der obigen Illustration zu entnehmen.

Definition   Ein String S wird von einem String P zyklisch überdeckt, falls S ein Teilstring von S( ist. Hierbei ist  S( die unendliche Folge, die aus unendlich vielen Kopien von P besteht. 

Eine zyklische Überdeckung einer teilstringfreien Stringmenge F ist eine Menge C von Strings, so dass jeder String in F von einem String in C zyklisch überdeckt wird. Die Kosten von C sind ||C|| := Summe der Länge aller Strings in C.

Ein String S hat die Periode p, falls 1 ( p ( |S| ist und für alle i  gilt:


(1 ( i  ( |S| ( 1 ( i +p ( |S| ) ( Si = Si+p
Minimale zyklische Überdeckungen von F im eben definierten Sinne und minimale Kreisüberdeckungen des Präfixgraphen von F entsprechen sich in offensichtlicher Weise. Wird nämlich F von C zyklisch überdeckt und ist ||C|| minimal, so ordne man jeden String S in F einem String P aus C zu, der S zyklisch überdeckt. Die einem String P in C zugeordneten Strings ordne man an gemäß der Startposition in P. Wegen der Minimalität der zyklischen Überdeckung muss die Situation genau wie oben beschrieben sein, insbesondere muss der erste P zugeordnete String am linken Ende von P ansetzen und zum Abschluss am rechten Ende von P ansetzen (sonst könnte man einen String in der zyklischen Überdeckung verkürzen). Dies definiert einen P entsprechenden Kreis, dessen Kosten gerade |P| sind.

Man kann sich das zyklische Überdecken von String S durch String P auch wie folgt visualisieren: Man zeichne die Buchstaben von P im Uhrzeigersinn auf einen Kreisrand; dann wickeln wir S über diesen Kreisrand in mehrfachen Schleifen ab, so dass stets identische Buchstaben aus S und P übereinander stehen. 








ggT-Lemma: Wenn ein String S die Perioden p und q hat und |S| ( p+q gilt, so hat S auch die Periode ggT(p,q).

Beweis: Falls p = q gilt, ist die Behauptung trivial, da ggT(p,p) = p gilt. Es sei somit q < p. Da ggT(p,q) durch sukzessives Subtrahieren der kleineren von der größeren Zahl berechnet werden kann (Euklids Algorithmus), müssen wir lediglich zeigen, dass S auch die Periode p-q hat. Sei dazu 1 ( i ( |S| und 1 ( i +p-q ( |S|. 

Fall 1: i ( q. Dann ist i+p ( q+p ( |S|, also (wegen der Periode p) Si = Si+p. Ferner ist i+p-q ( 1 + p-q ( 1, also (wegen der Periode q) Si+p = Si+p-q. Zusammen folgt Si = Si+p-q.

Fall 2: i > q. Dann ist i-q ( 1, also (wegen der Periode q) Si-q = Si. Ferner ist (nach Voraussetzung an i) i-q+p ( |S|, also (wegen der Periode p) Si-q = Si-q+p. Zusammen folgt Si = Si+p-q.

Overlap-Lemma: C sei eine minimale Kreisüberdeckung von F. String S werde von String P ( C zyklisch überdeckt; String S’ werde von String P’ ( C zyklisch überdeckt; es sei P ( P’. Dann ist o(S,S’) < |P| + |P’|.

Beweis: Angenommen, es gälte o(S,S’) ( |P| + |P’|. Da overlap(S,S’) ein Teilstring von S ist, S um P abgewickelt wird und o(S,S’) ( |P| gilt, wird wird overlap(S,S’) mindestes einmal komplett um P herum abgewickelt. Also hat overlap(S,S’) die Periode |P|. Ebenso wird overlap(S,S’) mindestens einmal komplett um P’ herum abgewickelt. Also hat overlap(S,S’) auch die Periode |P’|. Das bedeutet, dass auch P die Periode |P’| hat. Daraus folgt sofort, dass |P| ( |P’| (sonst wäre P zyklisch von P’ überdeckt und wir könnten auf P verzichten, was der Minimalität von C widersprechen würde). Sei o.B.d.A. |P’| < |P|. Nach dem ggt-Lemma hat dann overlap(S,S’) ebenfalls die Periode ggT(|P|,|P’|) < |P|. Das bedeutet, dass auch P die Periode ggT(|P|,|P’|) hat. Sei r ( N, r ( 2 mit |P| = r(ggT(|P|,|P’|). Somit hat P die Form Qr. Jeder String, der von Qr zyklisch überdeckt wird, wird auch von Qr-1 zyklisch überdeckt. Wir könnten somit Qr aus der zyklischen Überdeckung C entfernen und durch Qr-1 ersetzen; dies wäre immer noch eine zyklische Überdeckung von F, hätte aber geringere Kosten. Dies wäre ein Widerspruch zur Minimalität von C. 

Satz   Der Algorithmus SSSapprox berechnet zu einer teilstringfreien Menge F einen Superstring S, dessen Länge höchstens 4 mal so groß ist wie die Länge eines kürzesten Superstrings für F. Kurz gesagt ist SSSapprox ein Approximationsalgorithmus der Güte 4.

Beweis: Sei C eine minimale zyklische Überdeckung von F. Wir betrachten eine entsprechende Kreisüberdeckung im Präfixgraphen von F mit Kosten ||C||. Die Kreise seien (nur Start- und Endwort ist jeweils angegeben):


S1, ..., F1, S1 

S2, ..., F2, S2

…
Sm, ..., Fm, Sm
Die von den Kreisen erzeugten Superstrings seien


P1overlap(F1,S1) 
P2overlap(F2,S2)
…
Pmoverlap(Fm,Sm).

Dabei seien Pj der String in C, der die Strings in Sj, ..., Fj zyklisch überdeckt (für j=1,...,m). Somit wissen wir, dass für die verwendete minimale zyklische Überdeckung C und den berechneten Superstring S von F gilt:


(1)
||C|| = |P1| + |P2| + … + |Pm|


(2)
|S| = |P1| + o(F1,S1) + |P2| + o(F2,S2) + … + |Pm| + o(Fm,Sm)

Sei S* ein minimaler Superstring für F und T* ein minimaler Superstring von {F1, F2, ... Fm}. Trivialerweise gilt:

(3)
|T*| ( |S*|. 

Superstring T* werde durch den Kreis F((1), F((2), …, F((m), F((1) erzeugt; es gilt:

(4)
|T*| = |F1| + |F2| + ... + |Fm| - o(F((1),F((2)) - o(F((2),F((3)) -  ...  - o(F((m-1),F((m)).

Für die Overlapps o(F((i),F((i+1)) gilt nach dem Overlap-Lemma:

(5)
o(F((i),F((i+1))  ( |Pi| + |Pi+1| (für i=1,…,m-1)

Insgesamt ergibt sich die Abschätzungskette (mit Erläuterung der Schritte):


|S| = 








(siehe (1) und (2))

||C|| + o(F1,S1) + o(F2,S2) + … + o(Fm,Sm) ( 



(trivial)

||C|| + |F1| + |F2| + … + |Fm| ( 





(siehe (4))

||C|| + |T*| + o(F((1),F((2)) + o(F((2),F((3)) +  ...  + o(F((m-1),F((m)) ( 

||C|| + |T*| + |P((1)| + |P((2)| + |P((2)| + |P((3)| +  ...  + |P((m-1)| + |P((m)| 

(siehe (5))


( ||C|| + |T*| + ||C|| + ||C||


( 3||C|| + |T*| 








(siehe (3))


( 3|S*| + |S*|



= 4|S*|










Es verbleibt die Frage, wie man in effizienter Weise eine minimale Kreisüberdeckung im Präfixgraphen berechnen kann. Hierbei hilft eine alternative Repräsentation von Kreisüberdeckungen als sog. Matchings in bipartiten Graphen.

Definition   Sei (V,E,w) ein gerichteter, bewerteter Graph. Seine bipartite Version ist der ungerichtete, bewertete, bipartite Graph (V,V*,E’,w’) mit folgenden Komponenten:


Knotenmenge V* ist eine disjunkte Kopie der Knoten in V.


Kantenmenge E’ besteht aus allen Kanten {u,v*} mit (u,v) ( E.


Kante {u,v*} ist bewertet mit w’(u,v*) := w(u,v).

Gemäß obiger Definition können wir dem Overlapgraphen von F eine bipartite Version zuordnen; wir nennen diese den bipartiten Overlapgraphen von F.



Graph (V,E,w)

      bipartite Version (V,V*,E’,w’)









Definition   Ein Matching in einem bipartiten Graphen (V,V*,E,w) ist eine Teilmenge M von E, so dass für alle{u,v*} und {x,y*} in M gilt:


{u,v*} = {x,y*} oder {u,v*} ( {x,y*} = (.

Kein Knoten darf also mehr als einmal in einer Kante des Matchings vorkommen. Ein perfektes Matching muss ausserdem jeden Knoten u von V und jeden Knoten v* von V* in einer seiner Kanten enthalten.

Die Kosten eines Matchings ist die Summe der Kantenwerte seiner Elemente.

Lemma: Jedem einfachen Kreis v1, v2, v3,  ..., vk, v1 in (V,E,w) entspricht das Matching mit den Kanten {v1, v2*}, {v2, v3*}, ..., {vk, v1*} in (V,V*,E’,w’) mit denselben Kosten. Jedem Matching in (V,V*,E’,w’) entspricht eine Menge einfacher, paarweise disjunkter Kreise. Jeder Kreisüberdeckung in (V,E,w) entspricht ein perfektes Matching in (V,V*,E’,w’); Kreisüberdeckung und perfektes Matching haben dieselben Kosten.

Beweis (am Beispiel): Dem Kreis a, b, c, d, e, f, a, beispielsweise entspricht das Matching mit den Kanten {a,b*}, {b,c*}, {c,d*}, {d,e*}, {e,f*}, {f,a*}. Dem trivialen Kreis a, a entspricht das Matching mit der einzigen Kante {a,a*}. 



Kreisüberdeckung
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Da das Minimieren der Kosten p(S((1),S((2)) + p(S((2),S((3)) +  ...  + p(S((m),S((1)) eines Kreises im Präfixgraphen PF dem Maximieren der Kosten des Kreises o(S((1),S((2)) + o(S((2),S((3)) +  ...  + o(S((m),S((1)) im Overlapgraphen OF entspricht, haben wir nun das modifizierte Problem zu lösen, im bipartiten Overlapgraphen zu F ein perfektes Matching mit maximalen Kosten zu finden. 

Es gibt für das allgemeine Matchingproblem effiziente Algorithmen, deren Laufzeit kubisch in der Anzahl der Knoten des Graphen ist. In unserem speziellen Fall des bipartiten Overlapgraphen geht es besser und vor allen Dingen einfach, um nicht zu sagen, völlig trivial. Dabei hilft uns die sog. Monge-Eigenschaft der Bewertungsfunktion des bipartiten Overlapgraphen.

Monge-Lemma: Es seien A, B, A* und B* Strings und o(A,B) sei das Maximum der vier Overlaplängen o(A,B), o(A,B*), o(A*,B), o(A*,B*). Dann gilt:


o(A,B) + o(A*,B*) ( o(A,B*) + o(A*,B)

Beweis: Haben A und B den längsten Überlapp unter den 4 genannten Kombinationen, so überlappen sich A und B bzw. A* und B bzw. A und B* wie folgt:


  





  

Somit müssen sich A* und B* um mindestens den mittleren der drei Teilstrings, die durch gestrichelte Linien voneinander getrennt sind, überlappen:


  


Die Summe der beiden blauen Überlapps ist mindestens so groß wie die Summe der beiden pink gefärbten Überlapps.

Die Mongeeigenschaft erlaubt nun einen einfachen Greedy-Algorithmus MATCHgreedy:

INPUT: Ein bipartiter, vollständiger, bewer-

teter Graph G = (U,V,E,w) mit E = { {u,v) | 

u ( U, v ( V} und der Mongeeigenschaft und 

gleich vielen Knoten in U und V;


KantenMenge Match := (;


WHILE U ( ( DO



wähle u ( U und v ( V mit

          maximalem Wert w(u,v);



Match := Match ( {{u,v}};



U := U - {u};


     V := V - {v};

     END;

Wir matchen also stets das Knotenpaar mit maximalem Kantengewicht.

Lemma: MATCHgreedy berechnet in O(n2(log(n)) Schritten, wenn n die Anzahl der Knoten in U ist, ein maximales Matching. 

Beweis: Das zuerst gematchte Knotenpaar im berechneten Matching sei {u,v}. In einem maximalen Matching sei {u,v*} eine Kante. Ist v = v*, so stimmen das berechnete und das maximale Matching in dieser Kante überein; wir entfernen sie aus dem berechneten und dem maximalen Matching und setzen den Vergleich fort. Es sei also v ( v*. Im maximalen Matching sei enthalten {u*,v}. Wegen der Wahl von {u,v} gilt:


w(u,v) = max{w(u,v), w(u*,v), w(u,v*), w(u*,v*)}

Aus der Mongeeigenschaft folgt:


w(u,v) + w(u*,v*) ( w(u,v*) + w(u*,v)

Nun ersetzen wir im maximalen Matching die Kanten {u,v*} und {u*,v} durch {u,v} und {u*,v*}. Die Kosten können nicht kleiner geworden sein (Monge), trivialerweise aber auch nicht echt größer. Somit erhalten wir ein neues maximales Matching mit Kante {u,v}. Wir entfernen {u,v} aus dem berechneten und dem umgebauten maximalen Matching und setzen den Vergleich fort. Am Ende haben wir durch sukzessiven Umbau ein maximales Matching erzeugt, welches mit dem berechneten übereinstimmt. Die Laufzeit ergibt sich, wenn wir die Kantengewichte zunächst absteigend sortieren; dies geht in n2log(n2) Schritten.

Man kann die Algorithmen MATCHgreedy und SSSapprox in einen einzigen Algorithmus integrieren. In diesem werden nicht die Kreise einer minimalen Kreisüberdeckung (entsprechend einem maximalen Matching) explizit erzeugt; stattdessen werden die Superstrings, die von diesen Kreisen definiert werden, aufgebaut. Dabei werden sukzessive maximal große Verschmelzungen vorgenommen, bis sich einmal ergibt, dass die Verschmelzung eines Strings mit sich selbst die maximale Überlappung ergibt. Dann ist, in Terminis von Kreisen gesprochen, ein Kreis geschlossen; der dann aufgebaute Superstring wird nicht mehr verlängert und in eine Menge Closed verschoben. 

INPUT StringSet F;

StringSet Closed := leere Menge; 

StringSet Open := F;

WHILE Open ist noch nicht leer DO

 

Wähle S und T in Open mit maximalem 

     Wert o(S,T); /* S = T ist erlaubt */


IF S ( T THEN 

 


Open := (Open - {S,T}) ( {V(S,T)};  


ELSE 

          Open := Open - {S}; 

          Closed := Closed ( {S};


END;

END;

Gib die Verkettung der Strings in Closed aus;

Nun verbleibt noch eine letzte Detailfrage, die für eine effiziente Implementation wichtig ist. Wie können die benötigten Overlaps im Overlapgraphen effizient berechnet werden? Wir werden die Idee der Suffixbäume heranziehen, um alle Paare overlap(S,T), für beliebige S, T in F zu berechnen.

Lemma: Für eine Stringmenge F mit n Elementen kann man alle n2 Strings overlap(S,T), für  S, T aus F, in O(||F|| + n2) Schritten berechnen.

Beweis: Sei F = {S1,...,Sn}. Wir bauen einen gemeinsamen Suffixbaum aller Strings in F$ auf. Beim Aufbau vermerken wir an jedem Blatt mit einer Markierung i, dass es ein Suffix von Si$ repräsentiert. Ferner vermerken wir an einem Blatt mit der Markierung j*, dass an diesem Blatt der komplette String Sj$ repräsentiert ist. An folgender Situation (siehe Bild unten) erkennen wir Suffix-Präfix-Overlaps zwischen Si und Sj:

Wir haben einen Knoten u mit einer mit $ beschrifteten Kante zu einem mit j* markierten Blatt gefunden. Wir wissen also, dass der Pfad von der Wurzel bis zu Knoten u mit dem kompletten String Sj beschriftet ist. Auf diesem Pfad haben wir einen Knoten v gefunden mit einer mit $ beschrifteten Kante zu einem mit i markierten Blatt. Der Pfad von der Wurzel bis zu Knoten v sei mit String P beschriftet. Also ist P ein Suffix von Si. Gleichzeitig ist P auch ein Präfix von Sj. Ist v der tiefste Knoten auf dem Pfad von der Wurzel bis zu Knoten u mit einer mit $ beschrifteten Kante zu einem mit i markierten Blatt und ist v von u verschieden, so wissen wir außerdem, dass P der Overlap zwischen Si und Sj ist. (Beachte, dass dies auch im Falle i = j gilt, wenn u und v verschieden sind; für i ( j sind u und v automatisch verschieden, da F teilstringfrei ist.)

Alle k2 Overlaps bestimmen wir nun wie folgt: Wir traversieren den gemeinsamen Suffixbaum mit den zusätzlichen Markierungen (die beim Aufbau des Baums zwanglos mit in den Baum integriert werden können) in einer Tiefensuche. Dabei verwalten wir k Keller K1, K2, ..., Kk. Der Keller Ki verwaltet alle Knoten v mit einer mit $ beschrifteten Kante zu einem mit i markierten Blatt entlang des gerade traversierten Pfades. Stossen wir auf einen Knoten u mit einer mit $ beschrifteten Kante zu einem mit j* markierten, so können wir für alle j ( i am Knoten top(Ki) den Overlap zwischen Si und Sj ablesen, und am Knoten top(top(Kj)) den Overlap zwischen Sj und Sj ablesen. Endet der aktuelle Pfad der Traversierung mit j (statt j*), so setzen wir in der Tiefensuche zurück, wobei jeweils top-Elemente der k Keller wieder zu löschen sind.


Insgesamt verbraucht die Traversierung O(||F||) Schritte; das Auslesen der k2 Overlaps geht in O(k2) Schritten.










2.2 DNA-Chips und Sequencing by Hybridization (SBH)
Eine Alternative zur Shotgun-Sequenzierung ergibt sich, wenn wir folgenden Spezialfall des Shortest Super String Problems betrachten. Für eine Länge L (typischer Wert 8 bis 10) seien alle Fragmente der genauen Länge L eines DNA-Stranges bekannt. Kann man hieraus die Reihenfolge der Teilstrings der Länge L in der DNA ermitteln? Hat man diese Reihenfolge ermittelt, so ist der DNA–Strang damit natürlich sequenziert. Der Unterschied zur Shotgun Methode ist also, dass wir den DNA-Strang nicht zufällig in kürzere und längere, mehr oder weniger stark überlappende Fragmente zerlegen, sondern alle Fragmente einer festgelegten Länge L zugrundelegen. In einem kürzesten Superstring müssen diese Fragmente dann in ihrer wahren Reihenfolge einen Overlap der Länge L-1 zum jeweils nächsten Fragment aufweisen. Die Idee dieser gezielten Fragmentierung wurde schon vor einiger Zeit diskutiert, allerdings wurde sie zunächst nicht ernst genommen, da einerseits unklar war, wie man etwa alle 410 = 220 = 1048576 Fragmente einer Länge 10 sollte ermitteln können, andererseits auch die kombinatorische Vielfalt der möglichen Reihenfolgen abschreckend wirkte. Zwei Beiträge lösten das Problem. 


Von biotechnologischer Seite betrachtet ergab sich eine Möglichkeit, das Verlängern von DNA-Stücken durch geeignete Belichtungseffekte gezielt zu beeinflussen, so dass man beispielsweise durch Belichtung gewisser Positionen auf einem sog. DNA-Chip erreichen kann, dass die jeweils an diesen Positionen bereits aufgebauten DNA-Stücke um die Base A verlängert werden; entsprechendes gilt für die drei weiteren Basen. Da die Adressierung geeigneter Teilmenge von 410 Chippositionen keine schwierige Aufgabe ist, kann man einen DNA-Chip mit allen 4L möglichen DNA-Strings der Länge L in 4(L vielen Schritten erzeugen. Hat man einen solchen Chip erzeugt, so kann man ihn in Kontakt mit einer zu analysierenden DNA bringen, die fluoreszierend gemacht oder radioaktiv markiert wurde. Die DNA bindet sich an die Positionen des Chips, die auf der DNA komplementär vorkommen (Hybridisierung). Nun muss man den Chip nur noch photographieren und das Photo auswerten.

Beispielsweise entsteht für L = 3 ein Chip mit allen 64 Fragmenten der Länge 3 in 3(4 Schritten wie folgt (jeweils 4 Schritte sind in einem Diagramm zusammengefasst):

























Von algorithmischer Seite her ist folgendes Problem zu lösen. Zunächst sollte sicher gestellt sein, dass kein String der Länge L mehr als einmal auf dem zu analysierenden DNA-Strang vorkommt. Wir setzen voraus, dass diese Voraussetzung erfüllt ist (keine Repeats). Somit ist eine Reihenfolge all der auf dem DNA-Strang vorkommenden Strings der Länge L zu finden, bei der der jeweils nächste String mit dem vorigen einen Overlap der genauen Länge L-1 hat. Dies können wir graphentheoretisch leicht wie folgt modellieren. Wir betrachten den gerichteten Graphen (V,E) mit V = Menge aller auf dem DNA-Strang vorkommenden Strings der Länge L und E = Menge aller Paare (S,T) mit Strings S und T der Länge L und o(S,T) = L-1. In diesem Graphen ist somit ein Hamiltonpfad (kein Kreis) zu suchen. Jeder solche Hamiltonpfad würde eine mögliche Aneinanderreihung der Strings der Länge L des zu sequenzierenden DNA-Stranges ergeben. Wie wir aber wissen, ist das Problem HAMILTON PATH leider NP-vollständig. 


Eine leicht veränderte Modellierung ändert alles. Wir codieren Strings der Länge L nicht in Knoten eines Graphen (was uns zwingt, Hamiltonpfade zu finden, was algorithmisch schwer ist), sondern in die Kanten eines Graphen (was uns dann abverlangt, sog. Eulerpfade zu finden, was algorithmisch leicht möglich ist). Dazu betrachten wir den gerichteten beschrifteten Graphen (V,E), der für alle Strings der Länge L der Form Aa = bB die auf der zu sequenzierenden DNA vorkommen, Knoten A und B und von A nach B eine gerichtete Kante mit Beschriftung a hat. Knoten sind also Strings der Länge L-1; Kanten drücken aus, welcher Buchstabe auf einen String der Länge L-1 in der DNA folgen kann. Der Folgeknoten ist dann der um eine Position weitergeschobene String der Länge L-1. 



definiert die Kante 





Auf die Beschriftung „a“ könnte man dabei verzichten, da sie aus dem Zielknoten B hervorgeht (a ist das letzte Zeichen von B), wir behalten sie dennoch bei, da Beispiele damit etwas leichter zu lesen sind. 

Die auf der DNA vorkommenden Teilstrings der Länge L sind nun genau in den Kanten repräsentiert. Ein Pfad des Graphen, der jede Kante genau einmal enthält, aber Knoten mehrfach besuchen darf, heißt Eulerpfad des Graphen. Ob ein Graph einen Eulerpfad hat und wie man dann auch einen solchen ermittelt, lässt sich mit effizienten Algorithmen bestimmen (siehe Anhang M).

Beispielsweise für L = 4 ergibt der DNA-Strang


den folgenden Graphen mit einem einzigen Eulerpfad:
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