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§5 Genome Rearrangement

In der Natur kommen neben den lokalen Mutationen in Form von Zeichenersetzungen, Einfügungen und Löschungen weitere globalere Veränderungen in Genomen vor. Beispielsweise können DNA-Abschnitte mit mehreren Genen an andere Stellen des Chromosoms verschoben werden. Solche Veränderungen sind allerdings weitaus seltener als die zuerst genannten Punktmutationen. Gerade deshalb aber sind sie besonders aufschlussreich bei Untersuchungen zur evolutionären Distanz von Lebewesen, bei denen punktweises Alignieren von DNA-Strings keine zuverlässigen Aussagen mehr zur genetischen Distanz erlauben würde.

Wir werden in diesem Abschnitt solche Verlagerungen ganzer Genbereiche untersuchen und dabei auch noch berücksichtigen, dass Gene auf dem einen oder dem anderen der beiden DNA-Teilstränge lokalisiert sein können. Die Verlagerung eines Abschnittes mit Genen G1,...,Gn zieht eine Umkehrung der Reihenfolge der Gene und ein Umsetzen der Gene auf den jeweils anderen Teilstrang nach sich; dies ist bedingt durch die Gerichtetheit des DNA-Stranges. Ein aus dem einen Teilstrang entnommenes Segment kann wegen der Abfolge der Zucker- mit den Phosphatmolekülen nur in umgekehrter Reihenfolge an den komplementären Strang gebunden werden.



geht über in:



Neben diesen gerichteten Rearrangements gibt es auch Untersuchungen zu ungerichteten Rearrangements, bei denen wir von der Lokalisation der Gene in einem der beiden DNA-Stränge absehen.  
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5.1 Directed Rearrangement
5.1.1 Elementare Begriffe

Wir beschreiben eine Abfolge von Genen mitsamt ihrer Lokalisation auf einem der beiden Stränge beispielsweise durch die Folge (+3,-4,+1,+2,-5), die wie folgt zu lesen ist: Von links nach rechts gelesen liegt auf dem Chromosom zunächst Gen 3 auf dem oberen Strang, dann Gen 4 auf dem unteren Strang, dann Gen 1 auf dem oberen Strang, dann Gen 2 auf dem oberen Strang und schließlich Gen 5 auf dem unteren Strang. Es liegt also genau die Situation aus dem oben dargestellten Beispiel vor. Folgende Abfolge von 7 sog. „Reversals“ transformiert dieses Genom in das Genom (-1,-2,-3,-4,-5). Zur Verdeutlichung sind die Abschnitte, in denen jeweils ein Reversal wirkt, durch Fettdruck hervor gehoben:

(+3,-4,+1,+2,-5) ( (-1,+4,-3,+2,-5) ( (-1,-2,+3,-4,-5) ( (-1,-2,-3,-4,-5)

Wäre diese Transformation auch mit weniger als drei Reversals möglich gewesen? Was ist die minimale Anzahl an Reversals, mit der man die obige Transformation realisieren kann? Zunächst einige Definitionen. 

Definition   Eine Permutation mit Vorzeichen von {1,...,n} ist eine Folge ( = (a1,..., an) von Zahlen zwischen –n und +n mit {|a1|,...,|an|} = {1,...,n}. Jede der Zahlen 1,...,n kommt also entweder mit + oder mit – versehen genau einmal vor. Ist ( = (a1,..., an) eine Permutation mit Vorzeichen von {1,...,n} und 1 ( i ( j ( n, so bezeichnen wir mit ([i,j] die Permutation mit Vorzeichen (a1,..., ai-1,-aj,-aj-1,..., -ai+1,-ai,aj+1,..,an). Zwischen Position i und Position j wird also die Reihenfolge der Zahlen und ihr Vorzeichen umgedreht. Die Operation [i,j] heißt Reversal. Für zwei Permutationen mit Vorzeichen ( und ( von {1,...,n} sei d((,() die minimale Anzahl von Reversals, die man auf ( anwenden muss, um ( zu erhalten. Wir nennen d((,() die Reversaldistanz zwischen ( und (.

Wie leicht zu zeigen ist, ist d eine Metrik auf der Menge der Permutationen mit Vorzeichen. (Der Leser möge die Eigenschaften einer Metrik nachweisen.) Eine einfache obere Schranke für die Anzahl der Reversals, die ausreichend ist, um eine Permutation von {1,...,n} in eine andere zu verwandeln, ist offensichtlich n. 

5.1.2 Break Points

In der anderen Richtung bekommen wir eine erste untere Schranke für die Anzahl der Reversals, die mindestens notwendig sind, um eine Permutation ( in eine Permutation ( umzuwandeln durch den Begriff der Unterbrechung („break point“).

Definition   

Seien ( = (a1,...,an) und ( = (b1,...,bn)  Permutationen mit Vorzeichen von {1,...,n}. Wir erweitern diese um Randzeichen L und R zu (L,a1,...,an,R) und (L,b1,...,bn,R). Eine Unterbrechung („break point“) von ( in bezug auf ( ist ein Stelle zwischen zwei unmittelbar aufeinander folgenden Folgegliedern a, b in (L,a1,...,an,R) derart, dass in (L,b1,...,bn,R) weder a, b noch –b, -a unmittelbar aufeinander folgen. Die Anzahl der Unterbrechungen von ( in bezug auf ( bezeichnen wir mit b((().

Beispielsweise sind alle Unterbrechungen von (+3,-4,+1,+2,-5) in bezug auf (-1,-2,-3,-4,-5) die folgenden, durch Punkte markierte Stellen: (L,(+3,(-4,(+1,(+2,(-5,R). Es gibt also 5 Unterbrechungen. 

Da durch ein Reversal höchstens Unterbrechungen an den Rändern, aber nicht im Inneren des reversierten Bereiches beseitigt werden können, kann man mit weniger als ½ ( b((() vielen Reversal garantiert nicht alle break points beseitigen. Also folgt:

Satz   d((,() ( ½ ( b((()

Diese untere Schranke wird sich als nicht besonders gut erweisen; in der Regel braucht man deutlich mehr als ½ ( b((() viele Reversals, um ( in ( zu transformieren. 

5.1.3 Modellierungsebene 1 - Das Reality-Desire-Diagramm 

Eine bessere untere Schranke und in Konsequenz davon sogar die exakte minimale Anzahl erhält man auf der Basis einer veränderten Repräsentation von Start- und Zielpermutation wie in Meidanis & Setubal (1999), die außerdem das optische Erfassen kleinerer Beispiele wie auch die Motivation der zentralen Begriffe wesentlich erleichtert. 

Wir denken uns dabei eine Zahl mit Vorzeichen als eine Batterie mit einem Plus-Pol und einem Minus-Pol. Der Zahl +a entspricht dabei die Batterie (+a,-a), der Zahl –a die Batterie (-a,+a).  Diese Batterien werden in der in der Ausgangspermutation vorliegenden Reihenfolge als Knoten auf einem Kreis im Gegenuhrzeigersinn angeordnet. Zusätzlich gibt es wieder die L- und R-Knoten, die wir stets in der 12-Uhr-Position für L und der im Uhrzeigersinn nächsten Position für R anordnen. Zwischen den Polen werden gewisse Drähte eingezogen. Zunächst wird das Ende jeder Batterie mit dem Anfang der auf dem Kreis folgenden Batterie verbunden; zusätzlich ist L mit dem Anfang der ersten Batterie und R mit dem Ende der letzten Batterie verbunden. Diese Verbindungen, die auf dem Rand des Kreises liegen, heißen Reality-Links. Sie geben wider, wie die Batterien in der Ausgangspermutation aufeinander folgen. Nun werden als Sehnen des Kreises alle entsprechenden Verbindungen eingezogen, die der Abfolge der Batterien in der Zielpermutation entsprechen. Sie heißen Desire-Links. Das Diagramm mit sämtlichen Reality-Links (in schwarzer Farbe) und sämtlichen Desire-Links (in roter Farbe) ist das Reality-Desire-Diagramm.

Für das obige Beispiel ergibt sich folgendes Reality-Desire-Diagramm:













Da die Beschriftung der Knoten im folgenden ohne Bedeutung ist, werden wir sie in den folgenden Diagrammen meistens weg lassen. Der L-Knoten wird aber stets der „12-Uhr-Knoten“ sein, der R-Knoten der im Uhrzeigersinne nächste. 











Wir können an dem Reality-Desire-Diagramm leicht die im vorigen Abschnitt behandelten Unterbrechungen erkennen. Man beachte dabei, dass den Positionen zwischen Batterien der Ausgangspermutation die Reality-Links entsprechen.

Lemma: (trivialer Kreis ( kein break point) Unterbrechungen sind im Reality-Desire-Diagramm als Reality-Links zu erkennen, die nicht gleichzeitig auch ein Desire-Links darstellen. Umgekehrt ausgedrückt entsprechen denjenigen Reality-Links, die an Kreisen der Länge 2 (trivialen Kreisen) beteiligt sind, Stellen, die keine Unterbrechungen sind.

Man beachte, dass nicht jedes Diagramm das reality-desire-Diagramm einer Permutation mit Vorzeichen darstellt, selbst wenn (wie es notwendigerweise der Fall sein muss), die schwarzen Kanten ein Matching der Knoten und die roten Kanten ebenfalls ein Matching der Knoten bilden. Dies liegt daran, dass wir in der Abfolge der desire links mit L beginnen und dann mit R enden müssen (R darf nicht mitten drin angesteuert werden). So kann man sich leicht überlegen, dass das linke der beiden folgenden Diagramme kein Reality-Desire-Diagramm darstellt (man mache sich klar, warum das nicht geht), während das rechts das Reality-Desire-Diagramm einer Permutation mit Vorzeichen ist (man gebe sie an):  










5.1.4 Modellierungsebene 2 - Kreise im Reality-Desire-Diagramm

Man beachte, dass sowohl die Reality-Links wie auch die Desire-Links ein perfektes Matching der Batterieknoten darstellen. Ferner hängt an jedem Knoten genau ein Reality-Link und genau ein Desire-Link. Also zerfällt jedes Reality-Desire-Diagramm in endlich viele disjunkte Kreise, deren Kanten abwechselnd Reality- und Desire-Links sind. Ein Kreis, der nur aus zwei Knoten besteht, heißt ein trivialer Kreis. 

Definition   Die Anzahl der Kreise des Reality-Desire-Diagramms einer Permutation mit Vorzeichen ( in Bezug auf eine Permutation mit Vorzeichen ( bezeichnen wir mit k((().

Aus der Anzahl der Kreise wird sich eine weitere untere Schranke für die Mindestanzahl anzuwendender Reversals ergeben. Stimmen nämlich Start- und Zielpermutation überein, so besteht das Reality-Desire-Diagramm aus lauter trivialen Kreisen. Ziel einer Folge von Reversals muss es somit sein, das Reality-Desire-Diagramm sukzessive so umzubauen, dass am Ende nur noch triviale Kreise übrig sind. Wir müssen also im Auge haben das Ziel, Schritt für Schritt Kreise aufzubrechen und in mehrere kleinere Kreise zu zerlegen. Meistens (aber nicht immer) wird das gelingen. Deshalb müssen wir uns mit der Auswirkung von Reversals auf die Anzahl der Kreise befassen.

Die Wirkungsweise eines Reversals ist in Terminis des Reality-Desire-Diagramm einfach zu beschreiben: Es werden zwei verschiedene Reality-Links gewählt und die Reihenfolge aller Knoten zwischen diesen beiden Reality-Links (wobei wir nicht über die Knoten L, R gehen) umgedreht; dies realisiert auch die Umkehrung der Pfeilrichtung; die Desire-Links (nicht aber die Reality-Links) sind dabei mit umzubiegen. Wir sagen, dass das Reversal zwischen den beiden gewählten Reality-Links gewirkt hat.

Wir untersuchen, wie sich die Anzahl der Kreise durch ein Reversal verändern kann, und geben einige typische Beispiele an:

Fall 1: Reversal zwischen Reality-Links aus zwei verschiedenen Kreisen.











Die Anzahl der Kreise ist um 1 kleiner geworden: Zwei Kreise wurden zu einem verschmolzen. Diese Aktion entfernt uns also von unserem Ziel, die maximale Anzahl von Kreisen zu erreichen. Es gilt auch allgemein die folgende Aussage:

Lemma: Ein Reversal, das zwischen zwei Reality-Links von verschiedenen Kreisen wirkt, verringert die Anzahl der Kreise stets um genau 1.

Die folgende (generische) Skizze, in der die gestrichelten Linien für eine Folge aufeinander folgender Linien stehen, verdeutlicht dies (und ersetzt einen formelleren Beweis):







Fall 2: Reversal zwischen Reality-Links aus demselben Kreis

Hier kommt es nun darauf an, ob die beiden reality links bei einem Durchlauf durch den gewählten Kreis (egal in welcher Richtung) im gleichen Sinne orientiert sind, also entweder beide im Uhrzeigersinne oder beide im Gegenuhrzeigersinne durchlaufen werden. Im ersten Fall nennen wir die beiden reality links konvergent, im zweiten Fall divergent.

Fall 2a: Reversal zwischen konvergenten Reality-Links aus demselben Kreis. 

In unserem Beispiel kommen zwei Paare konvergenter Reality-Links vor:











Der betroffene Kreis bleibt erhalten. Die Anzahl der Kreise verändert sich nicht.

Dasselbe passiert mit dem Reversal, das auf das zweite Paar konvergenter Reality-Links wirkt:










Der betroffene Kreis bleibt erhalten. Die Anzahl der Kreise verändert sich nicht.

Lemma: Ein Reversal, das zwischen zwei konvergenten Reality-Links desselben nichttrivialen Kreises wirkt, lässt die Anzahl der Kreise unverändert.








Schließlich betrachten wir die Wirkung von Reversals zwischen divergenten Reality-Links:











Ein Kreis ist in zwei Kreise zerlegt worden. Die Anzahl der Kreise hat sich um 1 erhöht.

Lemma: Ein Reversal, das zwischen zwei divergenten Reality-Links desselben nichttrivialen Kreises wirkt, vergrößert die Anzahl der Kreise um 1.








Da sich die Anzahl der Kreise bei jedem Reversal um höchstens 1 vergrößert, gilt die folgende Aussage:

Satz   d((,() ( n + 1 - k((()

Auf der Basis von Kreisen ergibt sich die in der Regel wesentlich bessere untere Schranke als auf der Basis von Unterbrechungen. Ein Beispiel:











Im Extremfall besteht das reality-desire-Diagramm aus einem einzigen Kreis, es gibt somit n+1 Unterbrechungen; also ist ½ ( b((() = ½ ( (n+1), während (n+1) - k((() = n ist.

5.1.5 Modellierungsebene 3 - Familien von Kreisen
Die günstigste Strategie, die zur schnellsten Zunahme von Kreisen führt, ist, stets (wenn möglich) einen Reversal zwischen zwei divergenten Reality-Links desselben Kreises durchzuführen. Haben wir stets Kreise mit divergenten Reality-Links zur Verfügung, so können wir mit der Minimalanzahl von (n+1) - k((() Reversals die Zielpermutation herstellen. Das gibt Anlass zu folgender Begriffsbildung:

Definition   Im Reality-Desire-Diagramm heißt ein nichttrivialer Kreis gut, falls es auf ihm mindestens ein Paar divergenter Reality-Links gibt. Andernfalls heißt er schlecht. 

Schlechte Kreise müssen kein unüberwindbares Hindernis darstellen beim Versuch, in jedem Schritt die Zahl der Kreise um 1 zu erhöhen. Es kann nämlich vorkommen, dass in einer Art Seiteneffekt beim Anwenden eines Reversals auf zwei divergente Reality-Links eines guten Kreises aus einem anderen schlechten Kreis ein guter wird. Dies geschieht nämlich auf jeden Fall dann, wenn sich Desire-Links des guten mit Desire-Links des schlechten Kreises überkreuzen – wir sagen dann kurz, dass sich die Kreise kreuzen - und wir das Reversal so wählen, dass ein Teil der konvergenten Reality-Links des schlechten Kreises im reversierten Bereichs und ein anderer Teil (momentan noch) konvergenter Reality-Links des schlechten Kreises außerhalb des reversierten Bereichs liegt. Da im reversierten Bereich Vorzeichen umgedreht werden, ist aus dem schlechten Kreis danach ein guter geworden. Wir sagen anschaulich und kurz, dass er „getwisted“ wurde. Dieses Phänomen wird in folgendem Beispiel demonstriert:












Definition   Der Interleaving-Graph eines Reality-Desire-Diagramms hat als Knotenmenge die Menge aller nichttrivialen Kreise des Diagramms und eine ungerichtete Kante zwischen je zwei Kreisen K1 und K2 mit der Eigenschaft, dass es einen Desire-Links in K1 und einen Desire-Link in K2 gibt, die sich im Diagramm kreuzen. 

Man beachte, dass das Kreuzen von Desire-Links sich auf die Repräsentation der Links als Sehnen im Reality-Desire-Diagramm und nicht nur auf die Graphstruktur des Diagramms bezieht. Allgemein gilt:

Lemma: Kreuzt ein guter Kreis K1 einen schlechten Kreis K2, so kann man den guten Kreis K1 (unten rot eingezeichnet) durch ein geeignetes Reversal zwischen divergenten Desire-Links in zwei kleinere Kreise zerlegen und dabei den schlechten Kreis K2 (unten grün eingezeichnet)  in einen guten umwandeln.

Beweis: Man betrachte in K1 ein Paar divergenter Reality-Links R1 und R2. Wenn sich die Reality-Links von K2 teilweise im Bereich B zwischen R1 und R2 und teilweise außerhalb dieses Bereiches befinden, so erzeugt ein Reversal zwischen R1 und R2 aus K2 einen guten Kreis (eine echte Telmenge seiner Reality-Links wird verändert den Umlaufsinn). Wir betrachten nun den kritischen Fall, dass sich die Reality-Links von K2 komplett auf dem Bereich B zwischen R1 und R2 oder komplett außerhalb dieses Bereiches befinden. Nun wählen wir einen Desire-Link D in K1, der einen Desire-Link von K2 kreuzt und betrachten dasjenige Ende von D mit Reality-Link R3, welches sich auf derselben Seite (B oder Bc) wie der Kreis K2 befindet (siehe Diagramm unten). Entweder sind R1 und R3 divergent oder es sind R2 und R3 divergent. Wir wählen unter diesen beiden Möglichkeiten das divergente Paar und reversieren im Bereich dazwischen. In jedem Fall wird nur ein Teil der Reality-Links des schlechten Kreises K2 reversiert und ändert dabei seine Umlaufrichtung (egal, wie die Reality-Links relativ zu den Fixpunkten „L“ und „R“ des Kreisdiagramms liegen). Somit entsteht aus dem schlechten Kreis K2 durch Twisten ein guter Kreis.









Zur Illustration noch ein etwas konkreteres Diagramm:








Zusammengefasst gesagt können wir festhalten, dass wir hoffen können, auch mit schlechten Kreises, die mit guten überlappen, erfolgreich umgehen zu können. Dies legt folgende Definition nahe:

Definition Eine Zusammenhangskomponente im Interleaving-Graphen eines Reality-Desire-Diagramms heißt gut, falls sie mindestens einen guten Kreis enthält, sonst heißt sie schlecht.

Es gilt eine weiter gehende Aussage als die in obigem Lemma beschriebene.

Lemma: Ist C eine gute Zusammenhangskomponente, so gibt es einen Reversal zwischen zwei divergenten Reality-Links eines guten Kreises in C, derart dass alle nach dem Reversal resultierenden Zusammenhangskomponenten gut oder trivial sind.

Beweis: Wir verweisen für den nicht ganz trivialen Beweis auf Pevzner (2000) und begnügen uns mit der Betrachtung einiger typischer Beispiele.

Das unten stehende Beispiel zeigt, dass nicht jede beliebige Reversal zwischen divergenten Reality-Links eines guten Kreises gewählt werden kann. Dies liegt daran, dass sich durch ein Reversal ein vormals guter Kreis in einen schlechten verwandeln kann.























Ein weiterer Hinweis darauf, dass der Beweis des Lemmas nicht ganz einfach sein dürfte, wird durch das folgende schon einmal betrachtete Diagramm geliefert:










Fazit (Optimales Zerlegen guter Komponenten in triviale Kreise): Gute Komponenten können durch geschickte Auswahl der in jedem Schritt angewendeten Reversals so bearbeitet werden, dass stets die Anzahl der Kreise stets um 1 wächst und ferner die entstehenden neuen Komponenten gut bleiben, sodass dieses Vorgehen bis zur völligen Auflösung der guten Komponenten in lauter triviale Kreise in der minimalen Anzahl von Schritten durchgeführt werden kann. Insbesondere gilt für den Fall, dass zu Beginn nur gute Komponenten vorliegen, dass die untere Schranke n + 1 - k((() die exakte minimale Anzahl erforderlicher Reversals zur Transformation der Ausgangspermutation in die Zielpermutation darstellt. Ferner kann eine minimale Reversalreihenfolge auch leicht bestimmt werden: Man probiere solange Paare divergenter Reality-Links aus, bis man ein Reversal findet, das wiederum nur gute Komponenten erzeugt. (Den Aufwand werden wir zum Schluss der Betrachtungen abschätzen.)

5.1.6 Modellierungsebene 4 – Familien von Zusammenhangskomponenten
Stellen wir uns vor, wir hätten mit dem im vorigen Abschnitt beschriebenen Vorgehen alle guten Komponenten mit einer minimalen Anzahl von Reversals in triviale Kreise zerlegt. Nun müssen wir uns mit den möglicherweise verbleibenden schlechten Komponenten befassen. Wir sind nun gezwungen, Reversals zwischen konvergenten Reality-Links desselben Kreises oder zwischen Reality-Links aus verschiedenen Kreisen anzuwenden. Letzteres ist nicht zu empfehlen, da die Kreisanzahl dabei sogar um 1 sinkt. Deshalb wollen wir wenigstens stets das kleinere Übel wählen; dabei bleibt die Kreisanzahl immerhin erhalten. Ferner wird der ausgewählte Kreis getwisted, also in einen guten verwandelt. Ferner resultiert eine gute Komponente. 

Lemma: Ist C eine schlechte Komponente, so bewirkt ein Reversal zwischen zwei Reality-Links eines Kreises K in C das Twisten eines Kreises und in Folge davon die Umwandlung der Komponente in eine gute.

Für den Beweis sei wieder auf  Pevzner (2000) verwiesen. Dass er nicht ganz trivial sein kann, kann man wieder an einem „Beinahe-Gegenbeispiel“ ablesen. Gäbe es ein Diagrammwie unten links eingezeichnet, das eine schlechte Komponente mit nur einem schlechten Kreis der Länge 4 enthält, so würde sich diese jedem Versuch widersetzen, sie in eine gute Komponente zu verwandeln, indem zwischen zwei Reality-Links des schlechten Kreises reversiert wird. Glücklicherweise ist diese Konstellation kein mögliches Reality-Desire-Diagramm (man mache sich das klar). Möglich ist die rechte Konstellation, in der das Lemma auch offensichtlich korrekt ist.













Somit könnte man mit dem obigen Lemma der Reihe nach alle schlechten Komponenten lokal bearbeiten und sie in gute Komponenten verwandeln, die dann wie im vorigen Abschnitt in der minimalen Anzahl von Schritten in triviale Kreise zerlegt werden können. Dazu bräuchte man n +1 - k((() + Anzahl der schlechten Komponenten viele Reversals. Dieses Vorgehen ist aber nicht optimal, insbesondere ist die genannte Zahl zwar eine obere Schranke, aber keine untere Schranke für die Mindestanzahl anzuwendender Reversals. 

Hierzu im nächsten Diagramm ein weiteres Beispiel mit einer schlechten Komponente, welche zwei schlechte Komponenten „trennt“: Das Reversal wandelt zunächst einmal die beiden schlechten Kreise, in denen die Ansatzpunkte des Reversals liegen, in einen guten Kreis um; gleichzeitig wird als Seiteneffekt auch noch den trennenden Kreis in einen guten Kreis verwandelt. Am Ende liegt eine gute Komponente vor. Zwar hat sich dabei die Anzahl der Kreise um 1 verringert, dafür hat sich die Anzahl der schlechten Komponenten um 3 verringert. In der Bilanz ist die obige Maßzahl um 2 kleiner geworden. Man vergleiche damit die schlechtere Bilanz, die sich ergibt, wenn jede schlechte Komponente „intern“ in eine gute verwandelt wird: Die Anzahl der Kreise bliebe unverändert, die Anzahl der schlechten Komponenten würde sich um 3 verringern. Die obige Maßzahl würde also um den Wert 3 kleiner werden.





























Fazit: Schlechte Komponenten, die andere schlechte Komponenten „trennen“ sind, sind gar nicht wirklich schlecht; mit ihnen wird man „im Vorbeigehen“ auch noch fertig, während man die beiden getrennten schlechten Komponenten in eine gute Komponente umwandelt. 

Definition   Eine schlechte Komponente C heißt eine Hürde, falls es keine schlechten Komponenten C’ und C’’ gibt, die von C getrennt werden. Dabei sagen wir, dass C’ und C’’ von C getrennt werden, falls es einen Desire-Link D in C gibt, der jede Verbindung zwischen einem Knoten aus C’ mit einem Knoten aus C’’ kreuzt. Die Anzahl der Hürden im Reality-Desire-Diagramm von ( bezl. ( bezeichnen wir mit h((().










Eine Hürde H kann man nur dadurch beseitigen, dass man entweder (a) einen Reversal „im Inneren“ der Hürde H oder (b) einen Reversal zwischen H und einer zweiten Hürde oder (c) einen Reversal zwischen H und einer Nicht-Hürde oder (d) einen Reversal zwischen H und einer guten Komponente (d) anwendet. Reversals, an denen die Hürde H nicht beteiligt ist (etwa innerhalb einer guten Komponente), lassen H entweder unverändert (wenn H komplett im nicht-reversierten Bereich liegt) oder spiegeln H (wenn H komplett im reversierten Bereich liegt); beides ändert nichts daran, dass H eine Hürde ist. In jedem der vier Fälle wird die Hürde H Teil einer guten Komponente. Die folgende Maßzahl n + 1 - k((() + h((() verkleinert sich maximal dabei wie folgt:

(a) n + 1 – (k((() – 1 oder 0) + (h((() – 1)

(b) n + 1 – (k((() – 1) + (h((() – 2)

(c) n + 1 – (k((() – 1) + (h((() – 1)

(d) n + 1 – (k((() – 1) + (h((() – 1)

In jedem Fall ist die Maßzahl höchstens um den Wert 1 kleiner geworden. Somit ergibt sich die folgende schärfere untere Schranke.

Satz   d((,() ( n + 1 - k((() + h((()

Es stellt sich die Frage, ob diese neue untere Schranke das Minimum exakt darstellt. Dies ist bis auf eine winzige Kleinigkeit der Fall. Wir schaffen die Umwandlung aller nichttrivalen Kreise in triviale innerhalb der durch n + 1 - k((() + h((() gegebenen Maßzahl „beinahe“, indem wir wie folgt vorgehen:

(1) Gute Komponenten werden stets wie im vorigen Abschnitt beschrieben in triviale Kreise zerlegt. Dabei sinkt die Maßzahl n + 1 - k((() + h((() bei jedem Reversal genau um den Wert 1.

(2) Schlechte Komponenten, die Nicht-Hürden sind, werden durch „Mitnahmeeffekte“ beseitigt, indem wir zwei Hürden, die von der betrachteten Nicht-Hürde getrennt werden, durch ein Reversal beseitigen, das jeweils einen Ansatzpunkt in den beiden Hürden hat. Wie oben ausgerechnet, sinkt die Maßzahl n + 1 - k((() + h((() in diesem Fall auch genau um den Wert 1 (siehe Fall (b)).

(3) Sind alle Nicht-Hürden so beseitigt worden, so werden die verbleibenden Hürden einzeln wie in Fall (a) auch noch beseitigt. Auch dabei sinkt die Maßzahl n + 1 - k((() + h((() genau um den Wert 1.

Wiederum muss man dabei etwas acht geben. Zum einen ist nicht jede Reihenfolge von Aktionen der eben beschriebenen Art ist erfolgreich, zum anderen gibt es eine Diagrammkonstellation, die sich grundsätzlich einer Auflösung in triviale Kreise mit der angegebenen Anzahl von Reversals widersetzt. Es kann nämlich passieren, dass nach Beseitigen einer Hürde H aus einer Nicht-Hürde NH eine neue Hürde wird, weil an jedem Komponentenpaar, das von NH getrennt wird, die Hürde H beteiligt ist. Hürden H, die diese Eigenschaft haben, heißen Superhürden. 

Definition   Eine Hürde H heißt Superhürde, falls das Entfernen von H aus dem Reality-Desire-Diagramm eine Nicht-Hürde in eine Hürde verwandeln würde. Hürden, die keine Superhürden sind, heißen einfache Hürden.

Beispiel:










Wenn wir in diesem Beispiel die Komponenten 4, e, 5 wie in Fall (b) oben beschreiben mit zwei zusätzlichen Reversals beseitigen, so wird aus der Nicht-Hürde d eine neue Hürde. Wenn wir dagegen die Komponenten 4, d, 6 entsprechend beseitigen, passiert dieser unangenehme Nebeneffekt nicht. Es ist offensichtlich riskant, zwei Hürden auszuwählen, zwischen denen weder im Uhrzeigersinn noch im Gegenuhrzeigersinn keine weitere Hürde liegt (es kann mit benachbarten Hürden manchmal gut gehe, wie das Beispiel 5, d, 6 zeigt, es kann mit benachbarten Hürden aber auch schief gehen). Unproblematisch dagegen ist es, wenn wir zwei Hürden auswählen, zwischen denen im Uhrzeiger- wie im Gegenuhrzeigersinn jeweils noch eine weitere liegt. Somit haben wir solange keine Probleme mit der Beseitigung von Hürden, solange die Anzahl der Hürden mindestens 4 ist.

Lemma: Hat man noch mindestens 4 Hürden zur Verfügung, so kann man stets ein Reversal finden, welches keine neuen Hürden erzeugt. 

Beweis: Man wähle zwei Hürden, zwischen denen es im jedem Umlaufsinne jeweils noch eine weitere gibt.










Werden die beiden hellroten Hürden ausgewählt, so garantieren die beiden violetten Hürden in jedem Fall, dass keine neuen Hürden entstehen: Manche der Nicht-Hürden werden zu guten Komponenten, die übrig bleibenden Nicht-Hürden werden wegen der violetten Hürden nicht zu neuen Hürden. 

Unkritisch sind die Fälle, in denen genau zwei oder nur noch eine Hürde vorliegt. Der Leser möge sich anhand einer entsprechenden Skizze davon überzeugen.

Kritisch wird es bei nur noch drei Hürden. Folgende Konstellationen sind möglich (wobei eine blaue Linie mehrere geschachtelte Nicht-Hürden symbolisieren kann):








Die ersten drei Konstellationen erlauben ein Auflösen von Hürden, ohne dabei neue zu erzeugen. Die vierte Konstellation erlaubt dies nicht. Sie ist auch tatsächlich als Reality-Desire-Diagramm realisierbar – Übungsaufgabe (man verwende 48 Knoten) - und gibt Anlass zu folgender Definition:

Definition   Ein Desire-Reality-Diagramm einer Permutation mit Vorzeichen ( bzgl. einer Permutation mit Vorzeichen ( ist eine Festung, wenn sie eine ungerade Anzahl an Hürden hat und diese alle Superhürden sind. Wir definieren den Festungsindikator als die Zahl f((() = 1, falls eine Festung vorliegt, und 0 sonst.

Bei der obigen (kleinst möglichen) Festung mit 3 Super-Hürden benötigen wir in der Tat das eine Extra-Reversal, das mit dem Festungsindikator zur Verfügung gestellt wird, um die gesamte Konstellation in gute Komponenten aufzulösen. Dies gilt auch ganz allgemein.

Satz   d((,() ( n + 1 - k((() + h((() + f((()

Beweis: Wir machen dieselbe Analyse wie im Beweis der vorigen Abschätzung nach unten d((,() ( n + 1 - k((() + h(((), berücksichtigen nun aber auch noch den Festungsindikator. 

Fall 1: Es liegt keine Festung vor, somit ist f((() = 0. In allen möglichen Fällen (siehe zitierter Beweis) verkleinert sich die Zahl n + 1 - k((() + h((() maximal um den Wert 1. Der Zusatz f((() kann sich nicht verkleinern (selbst wenn – durch „dummen Zufall“ – eine Festung entstehen würde). Also verkleinert sich auch n + 1 - k((() + h((() + f((() maximal um den Wert 1.

Fall 2: Es liegt eine Festung vor, somit ist f((() = 1. Also gibt es nur Super-Hürden, und zwar eine ungerade Anzahl. Kritisch sind nur solche Reversals, welche die Festung knacken. Denn mit solchen ändert sich f((() von 1 zu 0, und n + 1 - k((() + h((() könnte sich unglücklicher weise auch um den Wert 1 verkleinern. Genau dies müssen wir also ausschließen. 


Wird eine Festung geknackt, indem die Anzahl der Super-Hürden um 1 auf eine gerade Anzahl steigt, so ist h((() + f((() unverändert geblieben. Wird eine Festung geknackt, indem die Anzahl der Super-Hürden um 1 (mehr kann nicht sein) auf eine gerade Anzahl sinkt, so müssen entweder eine Hürde H oder die sie umgebende Nicht-Hürde NH (welche sie zu einer Super-Hürde gemacht hat) oder beide beseitigt worden sein. Ziemlich viel Fälle können auftreten, von denen wir einige betrachten (der Leser möge sich überlegen, ob noch weitere Fälle untersucht werden müssen). Die Stellen, zwischen denen reversiert wird, sind mit Pfeilen angedeutet; er wird aufgezeigt, auf welchen Wert die Zahl - k((() + h((() + 1 bestenfalls abgesunken sein kann (verkleinert sie sich nicht ganz so stark, so kommt dies unserer Intention zu zeigen, dass sie höchstens um 1 kleiner werden kann, ja nur entgegen); wie bisher sind Super-Hürden rot, Nicht-Hürden blau und gute Komponenten gelb gezeichnet; in den Diagrammen ist ein charakteristischer Anteil von Super-Hürden, Nicht-Hürden und guten Komponenten eingezeichnet (es kann jeweils weitere solcher Komponenten geben):
































Die Zahl n + 1 - k((() + h((() + f((() wird jeweils um höchstens den Wert 1 kleiner.

Nun zeigen wir noch umgekehrt, dass die Zahl n + 1 - k((() + h((() + f((() von Reversals auch tatsächlich ausreicht, um ( in ( zu transformieren, und erhalten letzt endlich den folgenden Satz:

Satz   d((,() = n + 1 - k((() + h((() + f((()

Beweis: Der unten stehende Algorithmus verkleinert die Zahl n + 1 - k((() + h((() + f((() in jedem Schritt um genau den Wert 1. 

Satz   d((,() kann in Zeit O(n2) berechnet werden.

Beweis: Der hauptsächliche Aufwand bei der Berechnung von d((,() ist die Berechnung der Kreise im Reality-Desire-Diagramm. Dies geht offensichtlich in der angegebenen Zeitschranke. Berechnet man für jeden Kreis seinen frühesten und seinen spätesten Knoten (im Sinne einer Interpretation des Diagramms als Uhr), so kann man daran leicht das Kreuzen von Kreises ablesen, somit den Interleaving-Graphen aufbauen. Damit hat man dann leicht die guten und die schlechten Komponenten vorliegen; die Identifikation von Hürden und Superhürden ist dann ebenfalls nur noch ein Kinderspiel.

DIRECTED REVERSAL

INPUT 

 Startpermutation (;

 Zielpermutation (;

 int k := Anzahl der Kreise;

 int h := Anzahl der Hürden;

 int f := 1, falls Festung, 0 sonst;

WHILE ( ( (
DO

    IF es gibt eine gute Komponente K

  THEN führe ein Reversal zwischen zwei di-

    vergenten Links eines Kreises in K aus,  

    ohne schlechte Komponenten zu erzeugen;

    (k,h,f) := (k+1,h,f);  

  ELSE IF h > 3

  THEN führe ein Reversal zwischen zwei Hür-

     den aus, zwischen denen sich in beiden     

     Umlaufrichtungen jeweils eine Hürde 

     befindet; (k,h,f) := (k-1,h-2,f);

  ELSE IF (h = 3 und es gibt mindestens eine  

     einfache Hürde)

  THEN führe ein Reversal zwischen konvergen-

     ten Links eines Kreises einer einfachen   

     Hürde aus; (k,h,f) := (k,h-1,f);

  ELSE IF (h = 3 und es gibt keine einfache 

 

Hürde)

  THEN führe ein Reversal zwischen zwei Hür-

       den aus; (k,h,f) := (k-1,h-1,0);

  ELSE /* die Anzahl der Hürden ist < 3 */

 
beseitige den mickrigen Rest auch noch;

 END;

END;

Will man nicht nur den Wert d((,() berechnen, sonder sogar eine Reversal-Transformation von ( in ( generieren, so könnte dann dies trivialerweise in Zeit O(n5) dadurch erreichen, dass maximal n mal der Wert der Funktion n + 1 - k((() + h((() + f((() um 1 verkleinert wird, wobei man jeweils alle möglichen O(n2) vielen Reversals blind durchprobiert und jedesmal in Zeit O(n2) den Funktionswert n + 1 - k((() + h((() + f((() neu berechnet. Orientiert man sich an der Vorgehensweise des obigen Algorithmus und implementiert die Teil effizient, so lassen sich hier Verbesserungen erzielen. 

Das anfängliche Beispiel:

Kommen wir auf das zu Beginn beschriebene, etwas größere Problem mit den beiden Genreihenfolgen

01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36
12 31 34 28 26 17 29 04 09 36 18 35 19 01 16 14 32 33 22 15 11 27 05 20 13 30 23 10 06 03 24 21 08 25 02 07

zurück. Wir haben hier allerdings keine gerichteten Gene. Wir können aber aus dem ungerichteten Problem ein gerichtetes machen, indem wir alle 36 Gene mit + indizieren. Um die gerichtete Reversal-Distanz d((,() zu berechnen, brauchen wir ein ziemlich opulentes Gemälde, in dem Plus-Knoten blau und Minus-Knoten und die Knoten L und R schwarz kenntlich gemacht sind:





















Es gibt einen trivialen Kreis bei Knoten 33, einen schlechten Kreis zwischen Knoten 3 und 7 und einen weiteren (roten) schlechten Kreis. Es gibt eine Hürde. Das Diagramm ist keine Festung. Es gibt 36 Unterbrechungen.


Somit würde die auf Unterbrechungen basierende untere Schranke mindestens 18 Reversals fordern, die exakte minimale Anzahl von Reversals wäre dagegen 36 +1 – 3 + 1 + 0, also gleich 35. Dies scheint im Widerspruch zu stehen mit der Zahl von 26 ungerichteten Reversals, die wir in dem Beispiel verwendet haben, um die Ausgangspermutation in die Zielpermutation zu transformieren. Die Erklärung ist einfach: Führen wir die 26 Reversals als gerichtete Reversals durch, so verwandeln sich zahlreiche der Plus-Zeichen in der Ausgangspermutation in Minus-Zeichen (und auch wieder zurück in Plus-Zeichen). Am Ende haben wir nach 26 Schritten dann nicht die mit lauter Plus-Zeichen versehene Zielpermutation, sondern eine mit einigen eingestreuten Minuszeichen versehene. Das Beseitigen der Minuszeichen, beispielsweise durch Reversals auf einem einzigen Gen, erfordert weitere Schritte, sodass wir am Ende doch auf mindestens 35 gerichtete Reversals kommen.


Wir könnten dennoch die Minimalanzahl ungerichteter Reversals wie folgt aus der Formel für gerichtete Reversals berechnen: Wir gehen der Reihe nach alle Möglichkeiten durch, Minus-Zeichen in die Zielpermutation einzustreuen und berechnen für jede solche Möglichkeit die minimale Anzahl gerichteter Reversal, die man braucht, um die Startpermutation (mit lautere Pluszeichen) in die jeweilige Zielpermutation zu überführen. Die minimale dabei herauskommende Anzahl ist die minimale Anzahl ungerichteter Reversals, die man braucht, um die ungerichtete Startpermutation in die ungerichtete Zielpermutation zu transformieren (man lösche einfach sämtliche Vorzeichen). Leider gibt es exponentiell viele Möglichkeiten, Minuszeichen zu verteilen. Ob dies auch tatsächlich das letzte Wort in dieser Frage ist, beantwortet der nächste Abschnitt.

Schlussbemerkung:             

Die gegebene anschauliche Beschreibung der verwendeten Begriffe und die informelle Beweisskizze ersetzen natürliche keinen strengen mathematischen Beweis – der natürlich den skizzierten Ideen folgen und durch diese veranschaulicht werden würde. Insbesondere müssten noch zwei offene Lemmata bewiesen werden und einige nur angedeutete Fakten im Detail ausgeführt werden. Der Leser, den die gegebene beispielorientierte und in großen Zügen gegebene Abhandlung der Problematik beunruhigt, sollte sich daran machen, die Ideen etwas formeller und detaillierter nachzurechnen.

5.2 Undirected Rearrangement

Definition   

Sei (  = (a1,...,an) eine Permutation von {1,...,n} und 1 ( i ( j ( n. Dann ist ([i,j] die Permutation (a1,...,ai-1,aj,aj-1,...,ai+1,ai,aj+1,...,an). Die Operation [i,j] heißt wiederum Reversal. Für zwei Permutationen ( und ( von {1,...,n} sei d((,() die minimale Anzahl von Reversals, die man auf ( anwenden muss, um ( zu erhalten. Wir nennen d((,() die Reversaldistanz zwischen ( und (.

Durch d wird wiederum eine Metrik auf der Menge der Permutationen von {1,...,n} definiert. Obwohl das Problem, Permutationen zu sortieren, einfacher aussieht als das in 5.1 behandelte entsprechende Problem bei Permutationen mit Vorzeichen, gilt folgende Aussage:

Satz   Die Berechnung der Reversaldistanz zwischen zwei beliebigen Permutationen (bei variablem n) ist NP-schwierig. 

Eine erste Eingrenzung der Reversaldistanz erfolgt wieder mit dem Begriff der Unterbrechung (break point) einer Permutation. Zunächst vereinfachen wir das Problem etwas, indem wir als Zielpermutation stets die identische Permutation ( = (1,2,...,n) verwenden. Dies ist nur eine Frage der Benennung der n permutierten Objekte; etwas mathematischer ausgedrückt gilt stets d(((,(() = d((,(), also auch d(((-1,((-1) = d((((-1,(). Inhaltlich vereinfacht sich hierdurch natürlich überhaupt nichts.

Merke: Alle kommenden Begriffe beziehen sich auf die identische Permutation ( = (1,2,...,n) als Zielpermutation.

Wir führen wieder zwei Randzeichen ein, benutzen aber dieses Mal die Zeichen 0 und n+1; dies verkürzt das Aufschreiben einiger Definitionen.

Definition   

Sei (  = (a1,...,an) eine Permutation von {1,...,n}. Wir setzen a0 = 0 und an+1 = n+1 und erweitern ( hierdurch zu einer Permutation (a0,...,an+1) von {0,1,...,n,n+1}. Eine Unterbrechung (break point) von ( ist eine Stelle zwischen zwei aufeinander folgenden Positionen i und i+1 mit |ai – ai+1| > 1. Die Anzahl der Unterbrechungen von ( bezeichnen wir mit b((). Ein Streifen von ( ist eine zusammenhängende Teilfolge (ak,ak+1,...,ak+m) maximaler Länge, in der es keine Unterbrechung gibt. Ein innerer Streifen ist ein Streifen, der weder 0 noch n+1 enthält.

Eine Permutation (0,a1,...,an,n+1) zerfällt in disjunkte Streifen. In einem Streifen ist entweder jedes Element bis auf das am linken Rand um 1 größer als das vorige („aufsteigender Streifen“) oder jedes Element bis auf das am rechten Rand um 1 kleiner als das vorige („absteigender Streifen“); ferner haben Streifen maximale Länge. Nur Streifen der Länge 1 sind gleichzeitig auf- und absteigend. In dem folgende Beispiel sind alle Streifen durch Farbwechsel gekennzeichnet. 



Man beachte im folgenden, dass für ein Reversal [i,j] nach wie vor 1 ( i ( j ( n gilt. Die Randzahlen 0 und n+1 werden bei einem Reversal also niemals bewegt.

Satz   ½(b(() ( d(() ( n

Beweis: Klar, da ein Reversal höchstens an den beiden Rändern des reversierten Bereiches eine mögliche Unterbrechung beseitigen kann.

Die exakte effiziente Berechnung von d(() ist wegen der NP-Vollständigkeit nicht möglich (außer P = NP). Wenigstens gibt es effiziente approximative Verfahren, zu deren Implementation wir zwei Vorbereitungen benötigen.

Lemma: Gibt es einen inneren absteigenden Streifen, so gibt es ein Reversal, welches die Anzahl der Unterbrechungen um 1 reduziert.

Beweis: Es gebe mindestens einen inneren absteigenden Streifen. Wir betrachten das Minimum m aller Zahlen in den inneren absteigenden Streifen und die Position i, an der es in der Permutation vorkommt. Es ist 1 ( m ( n, also 1 ( i ( n. Wir betrachten die Zahl m-1 und die Position j, an der sie vorkommt. Man beachte, dass m-1 = 0 sein kann. Wir müssen im folgenden darauf achten, dass ein Reversal stets im Bereich zwischen 1 und n statt finden muss. Wir sammeln einige Informationen über m, m-1, i und j auf:

(1) m liegt am rechten Rand seines absteigenden Streifens (andernfalls gäbe es im absteigenden Streifen von m noch die nächste Zahl m-1, m wäre also nicht das behauptete Minimum).

(2) m-1 liegt nicht in einem inneren absteigenden Streifen. Also muss m-1 in einem inneren aufsteigenden oder dem stets aufsteigenden Streifen von 0 oder dem stets aufsteigenden Streifen von n+1 liegen. Es liegt also m-1 auf jeden Fall in einem aufsteigenden Streifen.

(3) Es kann nicht m-1 direkt auf m folgen, da dann auch m-1 in einem inneren absteigenden Streifen liegen würde. 

(4) Es kann nicht m direkt auf m-1 folgen, da dann m in einem aufsteigenden Streifen liegen würde. 

(5) Also sind m und m-1 auf jeden Fall durch mindestens eine Zahl getrennt. 

(6) Es muss m-1 in seinem aufsteigenden Streifen am rechten Rand liegen, da die nächst mögliche Zahl in einem aufsteigenden Streifen m wäre, m aber nicht mit m-1 benachbart ist. 

Nun kommt es auf die relative Lage der Positionen i und j an.

Fall 1: i < j 



 





In diesem Fall ist m-1 ( 0 (da m-1 rechts von m liegt) und m-1 ( n+1 (da m-1 < m < n+1). Also ist [i+1,j] ein zulässiges Reversal; es beseitigt mindestens eine Unterbrechung.

Fall 2: i > j.








 

Es ist [j+1,i] ein zulässiges Reversal; es beseitigt mindestens eine Unterbrechung.

Lemma: Ist die Permutation (  = (a1,...,an) verschieden von der identischen Permutation ( = (1,2,...,n) und gibt es keinen inneren absteigenden Streifen, so gibt es mindestens einen (sogar mindestens zwei) inneren aufsteigenden Streifen. Reversieren wir einen solchen inneren aufsteigenden Streifen, so entsteht ein innerer absteigender Streifen und die Anzahl der Unterbrechungen wird nicht größer. 

Beweis: Wir betrachten den Streifen S, in dem sich 0 befindet. Dieser kann nicht ganz (0,1,...,n+1) sein, da ansonsten die identische Permutation vorliegen würde. Also ist der Streifen T, in dem sich n+1 befindet, von S verschieden. S und T sind aufsteigende Streifen. Es muss zwischen S und T weitere Streifen geben, da ansonsten die Permutation ( die identische Permutation wäre. Alle Streifen zwischen S und T sind innere Streifen und nach Voraussetzung aufsteigend. Reversieren eines inneren Streifens erzeugt einen inneren absteigenden Streifen und vergrößert die Anzahl der Unterbrechungen nicht.

Hat man also keinen inneren absteigenden Streifen zur Verfügung, so kann man immerhin einen inneren aufsteigenden Streifen reversieren, ohne die Anzahl der Unterbrechungen zu vergrößern. Dies schafft die Voraussetzung, dass man im darauf folgenden Schritt wieder wie oben beschrieben mindestens eine Unterbrechung beseitigen kann. Somit erhalten wir die folgende Aussage:

Satz   Mit höchstens 2(b(() vielen Reversals kann durch einen effizienten Algorithmus eine Permutation ( in die identische Permutation transformiert werden. Also ist ½(b(() ( d(() ( 2(b(() und somit auch 2(b(() ( 4(d((). Der Algorithmus benötigt also schlimmstenfalls 4 mal so viele Reversals wie bestenfalls erforderlich wären, es handelt sich also um einen approximativen Algorithmus der Güte 4.

Beweis: Der Algorithmus, der mindestens in jedem zweiten Schritt mindestens eine Unterbrechung beseitigt, lautet zusammengefasst wie folgt:

INPUT Permutation (;

WHILE ( ( ( DO

 
IF es gibt keinen inneren 

 
absteigenden Streifen THEN 

 


reversiere einen beliebigen 

 

inneren aufsteigenden Streifen;


ELSE 

 
   
   M := Minimum der Zahlen in allen 

 

   Inneren absteigenden Streifen; 


   bestimme I mit M = ((I);


   IF M > 1 THEN

 


bestimme J mit M-1 = ((J);

 


IF I < J THEN 

 




( := ([I+1,J]

 
    

ELSE 

 



( := ([J+1,I] 

 
   

END;


   ELSE 

 


bestimme J mit 1 = ((J);

 


( := ([1,J] 

 

   END;

 
END;

END;


Mit etwas weiterer Anstrengung kann man die Approximationsgüte auf 2 verbessern. 

Lemma: Wenn ein innerer absteigender Streifen vorhanden ist, so kann man ein geeignetes Reversal finden, dessen Anwendung entweder die Anzahl der Unterbrechungen um 1 verringert und zu einer Permutation mit wiederum inneren absteigenden Streifen führt, oder aber die Anzahl der Unterbrechungen gleich um 2 senkt (dadurch wird dann Spielraum geschaffen, um sich im nächsten Schritt ein Reversal auf einem inneren aufsteigenden Streifen leisten zu können, der die Anzahl der Unterbrechungen möglicherweise nicht verkleinert). 

Korollar: Der auf der Basis des obigen Lemmas arbeitende Algorithmus wendet maximal so viele Reversals an, wie es Unterbrechungen gibt, also maximal 2(d(() viele Reversals. Er ist somit ein approximativer Algorithmus der Güte 2.

Beweis des Lemmas:

Es gebe in ( einen inneren absteigenden Streifen. Angenommen, es gibt kein Reversal, dessen Anwendung die Anzahl der Unterbrechungen um 1 verringert und zu einer Permutation mit wiederum inneren absteigenden Streifen führt. Wir betrachten wie oben das minimale Element m in den inneren absteigenden Streifen und nehmen an, dass es an Position i vorkommt. Wir gehen die drei Situationen aus dem obigen Beweis noch einmal durch. 

In Fall 1 wurde ein innerer absteigender Streifen durch das angegebene Reversal sogar verlängert. Diese Situation ist somit ausgeschlossen. 

In Fall 2 trat die Zahl m-1 an Position j auf und es war j < i. Man beachte, dass eventuell m-1 = 0 sein kann. Darauf müssen wir bei den kommenden Reversals achten. Nun betrachten wir außerdem das maximale Element M in den inneren absteigenden Streifen und nehmen an, dass es an Position r vorkommt. M muss in seinem absteigenden Streifen am linken Rand liegen. Es ist M < n+1. Nun betrachten wir M+1, welches somit nicht in einem inneren absteigenden Streifen liegt, also in einem aufsteigenden Streifen liegen muss (beachte, dass die Streifen von 0 und n+1 stets aufsteigend sind). Man beachte, dass eventuell M+1 = n+1 sein kann. Darauf müssen wir bei den kommenden Reversals achten. M und M+1 können nicht benachbart sein (die Abfolge M, M+1 hieße, dass M in einem aufsteigenden Streifen liegt; die Abfolge M+1, M hieße, dass M nicht das maximale Element der inneren absteigenden Streifen wäre). M+1 erscheine an Position s. 

Wir halten die bisherigen Informationen fest: Es gibt die Zahlen m, m-1, M und M+1 an der Positionen i, j, r und s zwischen 1 und n und es gilt j < i. Es sind m und m-1 nicht benachbart, es sind M und M+1 nicht benachbart. Es ist M am linken Rand seines inneren absteigenden Streifens und m am rechten Rand seines inneren absteigenden Streifens. Es ist M+1 am linken Rand seines aufsteigenden Streifens und m-1 am rechten Rand seines aufsteigenden Streifens. Die Positionen i und r liegen im Bereich zwischen 1 und n, die Positionen j und s können Randpositionen 0 oder n+1 sein.

Nun geht es darum, die relativen Lagen der vier Positionen i, j, r und s weiter einzugrenzen.

Behauptung 1: r < s

Beweis: Wäre s < r, dann würde entgegen unserer Annahme das zulässige Reversal [s,r-1] die Anzahl der Unterbrechungen um mindestens 1 verkleinern und wieder einen inneren absteigenden Streifen M+1,M,... ergeben. 








 

Behauptung 2: r ( i

Beweis: Wäre i < r, so würde das zulässige Reversal [j+1,i] mindestens eine Unterbrechung beseitigen und den inneren absteigenden Streifen von M, der ja komplett rechts von Position i, also außerhalb des reversierten Bereiches liegt, unverändert lassen; es gäbe also nach dem Reversal, entgegen unserer Annahme, wieder einen inneren absteigenden Streifen. 



Behauptung 3: j < r

Beweis: Wäre r ( j, so würde das zulässige Reversal [j+1,i] mindestens eine Unterbrechung beseitigen und den inneren absteigenden Streifen von M, der ja komplett links von Position j, also außerhalb des reversierten Bereiches liegt, unverändert lassen; es gäbe also nach dem Reversal, entgegen unserer Annahme, wieder einen inneren absteigenden Streifen. 



Fassen wir zusammen, was wir bisher wissen: r < s und j < r ( i.



Behauptung 4: i ( s

Beweis: Wäre s < i, so wäre r < s < i und das zulässige Reversal [r,s-1] würde mindestens eine Unterbrechung beseitigen und der innere absteigende Streifen von m bliebe entgegen unserer Annahme erhalten.



Insgesamt ergeben sich bislang die relativen Lagen j < r ( i ( s und die Situation sieht wie folgt aus:



Behauptung 5: i < s

Beweis: Klar, da m als das kleinste Element aller inneren absteigenden Streifen kleiner oder gleich dem größten Element M aller inneren absteigenden Streifen, also kleiner als M+1 ist. 

Behauptung 6: i+1 = s 

Beweis: Wäre i+1 < s, so würde sich zwischen dem absteigenden Streifen von m und dem aufsteigenden Streifen von M+1 noch ein weiterer innerer Streifen S befinden. S wäre entweder absteigend und das zulässige Reversal [j+1,i] würde dann entgegen unserer Annahme mindestens eine Unterbrechung beseitigen und den inneren absteigenden Streifen S erhalten, oder er wäre aufsteigend und das zulässige Reversal [r,s-1] würde entgegen unserer Annahme mindestens eine Unterbrechung beseitigen und den inneren aufsteigenden Streifen S in einen inneren absteigenden Streifen verwandeln.

Somit sieht die Situation folgendermaßen aus:



Behauptung 7: j+1 = r.

Beweis: Wäre j+1 < r, so würde sich zwischen dem aufsteigenden Streifen von m-1 und dem absteigenden Streifen von M noch ein weiterer innerer Streifen S befinden. S wäre entweder absteigend und das zulässige Reversal [r,s-1] würde entgegen unserer Annahme mindestens eine Unterbrechung beseitigen den inneren absteigenden Streifen S erhalten, oder S wäre aufsteigend und das zulässige Reversal [j+1,i] würde mindestens eine Unterbrechung beseitigen und den inneren Streifen S in einen inneren absteigenden Streifen verwandeln.

Nun sind wir fertig. Die Lage ist wie folgt:



Das zulässige Reversal [r,i] beseitigt nun auf einen Schlag zwei Unterbrechungen:
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In diesem Bereich ändert sich nichts.
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Kreis wird in zwei Kreise zerlegt
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Kreis bleibt erhalten
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Diagramm mit 


7 Hürden (gelb) 


und 5 Nicht-Hürden


(blau)





einfachen Hürden: 2, 3, 5, 6, 7


Super-Hürden: 1, 4


Nicht-Hürden: a, b, c, d, e





Reversal verändert den 


schlechten Kreis nicht.
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Reversal verwandelt den 


schlechten Kreis in einen guten.





zwei Kreise werden zu einem Kreis verschmolzen
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komplettes Reality-Desire-Diagramm 
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Die linke gute Komponente wird, egal wie reversiert wird, in eine schlechte verwandelt.Dies steht aber dennoch nicht im Widerspruch zum behaupteten Lemma, da das dargestellte Diagramm nicht das Reality-Desire-Diagramm zweier Permutationen mit Vorzeichen sein kann.





Turning Man To Worm 


Das folgende Beispiel zeigt, wie 36 Gene auf der Mitochondrien-DNA eines Wurmes durch eine Folge von 26 ungerichteten Reversals in die Reihenfolge gebracht werden, wie sie beim Menschen vorliegt (inklusive etwas Schleichwerbung für ein schönes Buch):
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Es gibt 6 Unterbrechungen. Also liefert die auf break points basierte untere Schranke den Wert 3. Es gibt nur einen Kreis. Somit hat die auf Kreisen basierte untere Schranke den Wert 5. 
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Hier kann man nichts aussagen.





Unterbrechung 


beseitigt





In diesem Bereich ändert sich nichts an den Unterbrechungen.
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In diesem Bereich ändert sich nichts an den Unterbrechungen.
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In diesem Bereich ändert sich nichts an den Unterbrechungen.
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