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§6 Phylogenetic Trees

Hat man nun Möglichkeiten, evolutionäre Distanzen zwischen existenten Species zu berechnen – sei es auf der Basis von Alignments von Proteinen oder Chromosomen oder auf Genbasis mittels der Reversaldistanz -, so ergibt sich daraus das naheliegende Anliegen, auf eine mögliche evolutionäre Vergangenheit mit (ausgestorbenen) Vorfahren und deren evolutionäre Relationen untereinander zu schließen. Man folgt dabei in der Regel dem Paradigma des Aufspaltens von Entwicklungslinien in Unterlinien und klammert die Sichtweise des Verschmelzens von zwei Entwicklungslinien zu einer neuen solchen aus. Mathematisch ausgedrückt heißt das, dass man an Bäumen, also an ungerichteten, zusammenhängenden, zyklusfreien Graphen, interessiert ist. In der Literatur spricht man von evolutionären Bäumen oder Stammbäumen oder phylogenetischen Bäumen. Neben den distanzbasierten Methoden der Erstellung von phylogenetischen Bäumen gibt es merkmalsbasierte Methoden. 

6.1 Vorbemerkungen zu binären Bäumen

Wir betrachten im folgenden binäre Bäume (ohne Wurzel), also ungerichtete, zyklusfreie, zusammenhängende Graphen mit Knoten vom Knotengrad 1 (Blätter) und Knoten vom Knotengrad 3 (innere Knoten). Daneben betrachten wir auch binäre Bäume mit Wurzel, die außerdem einen einzigen inneren Knoten vom Knotengrad 2 (die Wurzel) besitzen. Hat ein binärer Baum n Blätter, so hat er e(n) = 2(n – 3 viele Kanten. Dies ergibt sich aus der folgenden offensichtlichen Rekursionsformel; man beachte, dass ein binärer Baum mit 3 Blättern ein Stern sein muss, also e(3) = 3 gilt, und ein n+1-tes Blatt an einem inneren Knoten sitzen muss, der eine Kante zwischen zwei weiteren Knoten splittet, sodass e(n+1) = e(n) + 2 gilt. Für n ( 3 sei b(n) die Anzahl der verschiedenen binären Bäume mit genau n beschrifteten Blättern. Es gilt folgende offensichtliche Rekursionsformel: b(3) = 1, b(n+1) = (2(n – 3)(b(n). Diese wird durch die explizite Darstellung b(n) = 1(3(5((((2(n – 5) gelöst. Also wächst die Anzahl der binären Bäume mit n beschrifteten Blättern sogar stärker als die Fakultätsfunktion; Durchsuchen aller binären Bäume ist also stets sinnlos. Entsprechend modifizierte Formeln kann man für binäre Bäume mit Wurzel angeben.

6.2 Ultrametrische Bäume und Ultrametriken

Ausgangspunkt ist eine Menge O von n Objekten und eine Metrik d auf O. Es gilt also für alle X, Y, Z ( O: d(X,Y) = 0 ( X = Y, d(X,Y) = d(Y,X), d(X,Y) ( d(X,Z) + d(Z,Y)

Definition   Ein ultrametrischer Baum U für eine Metrik d auf O ist ein binärer Baum mit Wurzel und folgenden Eigenschaften: 

(1) Jedes Blatt ist mit einem der Objekte aus O beschriftet. 

(2) Jedes Objekt aus O kommt an genau einem Blatt vor. 

(3) Die Knoten sind ferner mit nichtnegativen rationalen Zahlen beschriftet. An den Blättern steht jeweils die Zahl 0. Auf jedem Pfad von der Wurzel zu einem Blatt ist die Folge der Zahlen an den inneren Knoten streng monoton fallend (an der Wurzel steht also die größte Zahl). 

(4) Für je zwei Objekte X und Y steht an ihrem ersten gemeinsamen Vorfahrknoten die Zahl d(X,Y).

Beispiel: Die Metrik d geben wir in Form einer symmetrischen Matrix mit Diagonalelementen 0 an (es genügt deshalb die Angabe der positiven Einträge oberhalb der Hauptdiagonalen):
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Der zugehörige ultrametrische Baum und die Interpretation der Zahlen tv an den Knoten v als „Zeitspanne vor der Gegenwart bis zu dem Zeitpunkt, zu dem aus v zwei Unterarten entstanden sind“:












Diese Interpretation „Zeit vor der Gegenwart“ erzwingt die Randbedingungen eines ultrametrischen Baumes: Die Blätter stellen Species in der Gegenwart dar, liegen also 0 Zeiteinheiten in der Vergangenheit. Die Wurzel ist die älteste Art. Von der Wurzel zu den Blättern schreiten wir in der Zeit voran, die Zahlen müssen also kleiner werden, da wir uns mehr und mehr der Gegenwart nähern. Anders gesagt ist d(X,Y) das Alter (von der Gegenwart zurück gerechnet) des jüngsten gemeinsamen Vorfahren von X und Y. 

Definition   Eine Metrik d heißt Ultrametrik, falls es für d einen ultrametrischen Baum gibt.

ULTRA METRIC TREE PROBLEM

Eingabe: Eine symmetrische Matrix M mit Einträgen 0 in der Hauptdiagonalen und positiven ganzen Zahlen in den sonstigen Feldern

Frage: Ist durch M eine Ultrametrik definiert? Wenn ja, konstruiere auch noch einen entsprechenden ultrametrischen Baum.

Ob durch eine Matrix M eine Metrik definiert, ist dabei ebenfalls Gegenstand der Frage. Die Dreiecksungleichung kann natürlich direkt überprüft werden, indem für alle Tripel (X,Y,Z) die Ungleichung M(X,Y) ( M(X,Z) + M(Z,Y) nachgerechnet wird. Dies erfordert n3 Additionen und Vergleiche. Ist durch M eine Metrik definiert, so macht es nun aber keinen Sinn, blind alle möglichen binären Bäume mit entsprechenden Beschriftungen zu durchsuchen, wie die folgenden einfache kombinatorische Überlegung zeigt. 

Eine einfache notwendige Bedingung für die Existenz eines ultrametrischen Baumes für die durch die Matrix M definierte Metrik ergibt sich sofort aufgrund der folgenden Beobachtung: In einem binären Baum mit n Blättern gibt es neben den n Blättern noch genau n-2 innere Knoten. (Beweis durch Induktion über die Baumtiefe.) Da die Distanzen M(X,Y) zwischen zwei Objekten X und Y als Beschriftungen an den Knoten eines möglichen phylogenetischen Baumes mit n Blättern stehen müssen, darf die Matrix M höchstens n-1 viele verschiedene positive Werte enthalten. Diese notwendige Bedingung ist natürlich nicht hinreichend, wie einfachste Beispiele zeigen.

Eine stärkere notwendige Bedingung ergibt sich aus folgender Beobachtung. Haben wir in einem phylogenetischen Baum drei verschiedene Blätter mit Beschriftungen X, Y und Z, so liegt eine der folgenden drei Situationen vor (gestrichelte Linien deuten Kantenfolgen an):







Das Vorliegen einer dieser drei Konstellationen für jedes Tripel von verschiedenen Objekten wird sich auch als hinreichende Bedingung für die Existenz eines phylogenetischen Baumes für die Matrix M erweisen (und hat als weitere Konsequenz, dass durch M überhaupt eine Metrik definiert wird, also die Dreiecksungleichung gilt).

Definition   Eine symmetrische n(n-Matrix M mit Diagonalelementen 0 und ansonsten positiven Einträgen erfüllt die 3-Punkt-Bedingung, falls für je drei verschiedene Zeilenindices X, Y und Z von den drei Matrixeinträgen M(X,Y), M(X,Z) und M(Y,Z) zwei gleich und der dritte echt kleiner als die beiden anderen ist.

Lemma: Aus der 3-Punkt-Bedingung folgt die Dreiecksungleichung, durch eine Matrix mit der 3-Punkt-Bedingung wird also stets eine Metrik definiert. Ferner tritt das maximale Matrixelement der Matrix in jeder Zeile auf (siehe die 8 in obigem Beispiel). Ferner kann es keine drei Punkte geben, deren wechselseitige Distanzen alle gleich groß sind.

Beweis: Wir zeigen M(X,Y) ( M(X,Z) + M(Z,Y) für beliebige X, Y und Z. Ist X = Y = Z oder X = Z oder X = Y oder Y = Z, so gilt die Ungleichung trivialerweise. Sind X, Y, Z verschiedenen, so ist wegen der 3-Punkt-Bedingung entweder M(X,Y) = M(X,Z) oder M(X,Y) = M(Y,Z) oder M(X,Y) < M(X,Z) = M(Y,Z); jeweils folgt die behauptete Ungleichung.


Sei das maximale Element in Zeile X das Element M(X,A) und das maximale Element in Zeile Y das Element M(Y,B). Angenommen, es wäre M(X,A) < M(Y,B). Dann würde folgen, dass M(X,B) ( M(X,A) < M(Y,B), also wegen der 3-Punkt-Bedingung für X, Y und B, dass M(X,B) < M(Y,B) = M(X,Y), also M(X,A) < M(X,Y); dies würde aber der Wahl von A widersprechen. Somit muss M(Y,B) ( M(X,A) gelten. Aus Symmetriegründen folgt entsprechend M(X,A) ( M(Y,B).

Satz   Für eine symmetrische n(n-Matrix M mit Diagonalelementen 0 und ansonsten positiven Einträgen sind äquivalent:

(1) M definiert eine Metrik d und d hat einen phylogenetischen Baum.

(2) M erfüllt die 3-Punkt-Bedingung.

Beweis: Dass aus (1) die Aussage (2) folgt, haben wir bereits bewiesen. Umgekehrt gelte (2). M definiert also eine Metrik d. Wir konstruieren einen phylogenetischen Baum für d wie folgt induktiv über die Zahl n ( 2 (n = 1 ist vollständig trivial). Für n = 2 sieht der ultrametrische Baum trivialerweise wie folgt aus – und ist eindeutig bestimmt:





Für n > 2 betrachten wir eine beliebige Zeile X der Matrix. Die in Zeile X vorkommenden verschiedenen Zahlen seien 0 = m1 < ... < mr = m. In einem phylogenetischen Baum für d müssen auf dem Weg von der Wurzel bis zu Blatt X in dieser Reihenfolge genau r Knoten vr,...,v1 liegen mit den Zahlen mr,...,m1 in dieser Reihenfolge. Ferner müssen für jedes a = 1,...,r unter dem Knoten va alle Blätter Y liegen mit d(X,Y) = ma. Sei Ba die Menge aller Blätter Y mit d(X,Y) = ma. Besteht Ba nur aus einem einzigen Blatt j, so hängen wir dieses einzige Blatt unter den Knoten va. Es sei |Ba| > 1. Es sei Ma die Teilmatrix aller M(Y,Z) mit Y, Z ( Ba. Ma erfüllt auch die 3-Punkt-Bedingung, so dass wir induktiv schließen können, dass es unterhalb von Knoten va für die durch Ma definierte Metrik da auf Ba einen ultrametrischen Baum Ta gibt. 








Wir weisen nun nach, dass der so konstruierte gesamte Baum ein ultrametrischer Baum für d ist. Dazu müssen wir zunächst nachweisen, dass die Zahlen längs irgendeines Pfades von der Wurzel zu einem Blatt streng monoton fallend sind. Dazu ist offensichtlich nur zu zeigen, dass alle Zahlen in Ta echt kleiner als ma sind. Seien dazu Y und Z Indices aus Ba. Da M(X,Y) = M(X,Z) = ma gilt, muss wegen der 3-Punkt-Bedingung M(Y,Z) < ma gelten. 

Ferner müssen wir zeigen, dass für je zwei Blätter Y und Z mit Y ( Z am jüngsten gemeinsamen Vorfahren von Y und Z die Zahl M(Y,Z) zu finden ist. Dies trifft nach Konstruktion zu, falls Y oder Z gleich X ist. Ebenso trifft es zu, falls beide Blätter Y und Z im selben Teilbaum Ta liegen. Es verbleibt der Fall, dass Y in Ta und Z in Tb mit a ( b liegen. Es sein o.B.d.A. a < b. Also ist der jüngste gemeinsame Vorfahr von Y und Z der Knoten vb mit Markierung mb. Ferner ist M(X,Y) = ma < mb = M(X,Z), also muss wegen der 3-Punkt-Bedingung M(Y,Z) gleich der größeren der beiden Zahlen M(X,Y) und M(X,Z) sein, d.h. es gilt M(Y,Z) = mb.

Korollar: Zu einer Matrix M kann es höchstens einen ultrametrischen Baum geben.

Beweis: Induktiv über die Anzahl der Zeilen von m. Die Anzahl der Knoten und ihre Beschriftungen in einem Pfad von der Wurzel zu einem beliebigen Blatt X war in obiger Konstruktion eindeutig festgelegt. Die danach induktiv konstruierten ultrametrischen Teilbäume sind nach Induktionsvoraussetzung eindeutig festgelegt.

6.3 Additive Bäume und additive Metriken 

Definition   Ein additiver Baum für eine Metrik d auf O ist ein binärer Baum T ohne Wurzel mit folgenden Eigenschaften: 

(1) Zu jedem X ( O gibt es genau ein Blatt, das mit X beschriftet ist. 

(2) Jedes Blatt ist mit einem Objekt X ( O beschriftet. 

(3) Jede Kante ist mit einer positiven rationalen Zahl beschriftet. 

(4) Für je zwei Blätter u, v mit Beschriftungen X, Y ( O ist die Summe der Kantenbeschriftungen längs des Pfades von u nach v – wir nennen diese Summe kurz die Pfadkosten von u nach v – gleich d(X,Y). 

Definition   Eine Metrik, zu der es einen solchen additiven Baum gibt, nennen wir eine additive Metrik. 

6.4 Umbau eines ultrametrischen Baumes in einen additiven Baum

Greifen wir das Beispiel einer Ultrametrik d aus 6.2 noch einmal auf. Man kann den zugehörigen ultrametrischen Baum wie folgt in einen additiven Baum für d umbauen: Zunächst schreiben wir an jede Kante zwischen zwei Knoten mit Beschriftung s und t die Zahl |s – t|. Dann löschen wir die Zahlen an den Knoten. Dies ergibt folgenden binären Baum mit Wurzel. Für je zwei Blätter X und Y sind die Pfadkosten von X nach Y gleich 2(d(X,Y).













Nun halbieren wir alle Kantengewichte und erhalten einen binären Baum mit Wurzel, in dem für je zwei Blätter X und Y die Pfadkosten von X nach Y gleich d(X,Y) sind. 










Nun stört lediglich noch der alte Wurzelknoten, der Knotengrad 2 hat (in binären Bäumen ohne Wurzel sind nur die Knotengrade 1 und 3 erlaubt). Wir beseitigen ihn und verschmelzen seine beiden Kanten zu einer mit Gewicht 1 + 2 = 3. An den Pfadkosten zwischen zwei Blättern ändert sich dadurch nichts.








Der erstellte additiver Baum für d weist eine Besonderheit auf: Es gibt eine Kante, die durch einen zusätzlichen Knoten W vom Knotengrad 2 so in zwei Teile aufgesplittet werden kann, dass die Pfadkosten von W zu allen Blättern gleich groß sind. 

Definition   Ein additiver Baum heißt ausbalanciert, falls es eine Kante gibt, die durch einen zusätzlichen Knoten W vom Knotengrad 2 so in zwei Teile aufgesplittet werden kann, dass die Pfadkosten von W zu allen Blättern gleich groß sind.

Additive Bäumen müssen nicht unbedingt ausbalanciert sein (siehe das folgende Beispiel in 6.7). Die Ausbalanciertheit charakterisiert den wesentlichen Unterschied zwischen additiven und ultrametrischen Bäumen, dass es nämlich in letzteren eine Richtung der Evolution gibt, während in ersteren lediglich evolutionäre Distanzen zwischen Objekten festgelegt sind, ohne dabei zu sagen, welche Objekte im Sinne einer zeitlichen Ordnung Vorgänger von welchen anderen sind.

6.5 Umbau eines ausbalancierten additiven Baumes in einen ultrametrischen Baum

Es gilt offensichtlich auch die Umkehrung des obigen Schlusses: Haben wir einen ausbalancierten additiven Baum für eine Metrik d, so können wir, indem wir die obige Konstruktion rückgängig machen, den Baum in einen ultrametrischen Baum für d umwandeln: Mit der neuen Wurzel W schreibe man an jeden v Knoten die doppelten Pfadkosten von v zu einem seiner Blätter (die Pfadkosten von v zu allen Blättern in dem Teilbaum mit Wurzel v sind nach Voraussetzung identisch).


Wir werden im folgenden sehen, dass ein additiver Baum für eine additive Metrik eindeutig bestimmt ist. Mit diesem Resultat folgt schließlich der folgende Satz.

Satz   Ein Baum ist ein additiver Baum für eine Ultrametrik, genau dann wenn er ausbalanciert ist.

Beweis: Einen ausbalancierten additiven Baum kann man, wie oben beschrieben, in einen ultrametrischen Baum für dieselbe Metrik umbauen. Hat man umgekehrt einen additiven Baum für eine Ultrametrik d, so baue man einen ultrametrischen Baum für d, wie in 6.4 beschrieben, in einen ausbalancierten additiven Baum für d um. Wegen der Eindeutigkeit additiver Bäume muss dieser mit dem gegebenen Baum übereinstimmen; also ist der gegebene Baum ausbalanciert.

6.6 Kompakte additive Bäume 

Suchen wir einen additiven Baum zu einer Menge O, auf der eine Metrik d definiert ist, so bedeutet dies, dass wir geeignete evolutionäre Zwischenglieder zwischen den Objekten und ihre jeweilige evolutionäre Distanz finden müssen, die den gesuchten additiven Baum für d bilden. Würden wir all diese Zwischenglieder und die evolutionären Distanzen zwischen je zwei davon a priori schon kennen, aber nicht die genau Abfolge, welche Species sich in welche anderen entwickelt hat, so würde sich das folgende einfachere Problem ergeben.

Definition   Ein kompakter additiver Baum für eine Metrik d auf O ist ein binärer Baum T mit folgenden Eigenschaften: 

(1) Zu jedem X ( O gibt es genau einen Knoten (der auch ein innerer Knoten sein kann), der mit X beschriftet ist. 

(2) Jeder Knoten (auch die inneren) ist mit einem Objekt X ( O beschriftet. 

(3) Jede Kante ist mit einer positiven rationalen Zahl beschriftet. 

(4) Für je zwei Knoten u, v mit Beschriftungen X, Y ( O sind die Pfadkosten von u nach v gleich d(X,Y). 

Definition   Eine Metrik, zu der es einen solchen additiven Baum gibt, nennen wir eine kompakte additive Metrik. 

Mit kompakten additiven Bäumen hat man leichtes Spiel. Zunächst betrachten wir O mit seiner Metrik d als einen vollständigen, ungerichteten, bewerteten Graphen G mit Knotenmenge O und einer Kante zwischen je zwei verschiedenen Knoten X, Y ( O, die das Gewicht d(X,Y) trägt. 

Satz   Wenn es einen kompakten additiven Baum für eine Metrik d auf O gibt, so ist dieser ein minimaler Spannbaum des Graphen G. Ferner hat G nur einen einzigen minimalen Spannbaum. 

Somit müssen wir lediglich den eindeutig bestimmten (und existierenden) minimalen Spannbaum von G mit der in Anhang M beschriebenen Greedy-Strategie in O(n2) Schritten erzeugen und haben dann den kompakten additiven Baum für (O,d) bestimmt.

Beweis des Satzes: Sei T ein kompakter additiver Baum für (O,d) und B ein minimaler Spannbaum von G. Sei e irgendeine Kante des Graphen, die nicht in T vorkommt, etwa zwischen Knoten X und Y. Die Pfadkosten von X nach Y in T sind gleich d(X,Y). Da alle Kantengewichte positive Zahlen sind, ist d(X,Y) echt größer als alle Kantengewichte von Kanten auf dem Pfad von X nach Y in T. Wir zeigen, dass die Kante e nicht in B vorkommen kann. Würde sie nämlich in B vorkommen, so würde das Entfernen von e aus B den Baum B in zwei nichtleere Zusammenhangskomponenten zerlegen; der Pfad in T von X nach Y hätte dann eine Kante f von einem Knoten U zu einem Knoten V, wobei U und V in verschiedenen der Zusammenhangskomponenten liegen. Kante f liegt nicht in B. Dann könnten wir in B Kante e durch Kante f austauschen, würden wiederum einen Spannbaum erhalten, dieser hätte geringere Kosten als B (Widerspruch). (Dies ist nichts anderes als das aus Anhang M bei der Analyse des Greedyalgorithmus verwendete Austauschargument.)


Zusammenfassend gesagt haben wir also gezeigt: Kanten e, die nicht zu T gehören, gehören auch zu keinem minimalen Spannbaum. Anders herum: Jeder minimale Spannbaum ist ein Teilbaum von T. Das hat als Konsequenz, dass es genau einen minimalen Spannbaum geben kann und dass dieser mit T übereinstimmen muss. 

6.7 Additivitästest und Konstruktion eines additiven Baumes 

Ist eine Metrik d auf einer Objektmenge O mit n Elementen gegeben, so können wir folgendermaßen feststellen, ob d eine additive Metrik ist und gegebenenfalls einen additiven Baum für d in Zeit O(n2) erstellen, indem wir inkrementell (ein Objekt nach dem anderen in einen bereits teilweise aufgebauten additiven Baum einfügend) versuchen, einen additiven Baum zu erstellen. Es zeigt sich dabei, dass es dabei nie Wahlmöglichkeiten gibt; ein additiver Baum für d, wenn d tatsächlich additiv ist, ist eindeutig bestimmt.

Wir illustrieren das Vorgehen an einem Beispiel (an dem das allgemeine Konstruktionsprinzip leicht erkennbar ist):




A
B
C
D
E
F
G


A

6
8
12
11
13
15

B


6
12
11
13
15

C



14
13
15
17

D




3
9
11

E





8
10

F






6

G








Diese Metrik ist sicher keine Ultrametrik, da beispielsweise das Maximum 17 in Zeile C in sonst keiner anderen Zeile erreicht wird. Sie ist aber eine additive Metrik, wie wir durch folgende inkrementelle Konstruktion eines additiven Baumes feststellen können. 


Wir befassen uns dabei zunächst mit drei Spezialfällen, nämlich den Fällen, dass genau 2 oder 3 oder 4 Objekte vorliegen.

Fall 1: O = {A, B}.

Der eindeutig bestimmte additive Baum ist der folgende Baum: 

Fall 2: O = {A, B, C}.

Zunächst können wir festhalten, dass die Baumstruktur eines additiven Baumes mit den drei Blättern A, B, C nur wie folgt aussehen kann:





Die Kantengewichte a, b c müssen folgende Gleichungen erfüllen:


d(A,B) = a + b

d(A,C) = a + c

d(B,C) = b + c

Dieses lineare Gleichungssystem für a, b, c können wir leicht auflösen (die erhaltenen Ausdrücke für a, b und c sind nichtnegativ wegen der Dreiecksungleichung):


d(A,B) – d(A,C) = b – c


d(A,B) – d(A,C) + d(B,C) = 2b 


b = ½ (d(A,B) + d(B,C) – d(A,C)) ( 0


a = d(A,B) – b = d(A,B) - ½ (d(A,B) + d(B,C) – d(A,C)) 

= ½ (d(A,B) + d(A,C) – d(B,C)) ( 0

c = d(A,C) – a = d(A,C) - ½ (d(A,B) + d(A,C) – d(B,C)) 

= ½ (d(A,C) + d(B,C) – d(A,B)) ( 0

Sind a, b, c alle größer als 0, so haben wir den eindeutig bestimmten additiven Baum gefunden. Halten wir fest, dass zwei Referenzpunkte A und B eindeutig die Distanzen von A und B zu dem inneren Knoten festlegen, an den ein weiteres Blatt C anzubinden ist:


a = ½ (d(A,B) + d(A,C) – d(B,C)) 


b = ½ (d(A,B) + d(B,C) – d(A,C))

c = ½ (d(A,C) + d(B,C) – d(A,B)) 

In  obigem Beipiel erhalten wir mit diesen Formeln den folgenden additiven Teilbaum für {A, B} und dann für {A, B, C}: 


 



 


Fall 3: O = {A, B, C, D}.

Wir konstruieren, wenn möglich, den eindeutig bestimmten additiven Baum für {A,B,C} mit innerem Knoten u. Nun benutzen wir A und B als Referenzpunkte um herauszufinden, wo zwischen A und B ein neuer innerer Knoten gesetzt werden müsste, an den wir den neuen Knoten D anbinden können. Es können dabei zwei Fälle auftreten:

a) Der sich dabei ergebende innere Knoten v zwischen A und B ist von dem bereits konstruierten inneren Knoten u verschieden. Wir setzen den neuen inneren Knoten v und darunter das Blatt D (dies ist die einzige Chance, einen additiven Baum zu erhalten) und prüfen nach, ob alle anderen Distanzen (hier nur die Distanz zwischen D und C) gleich den entsprechenden Pfadkosten sind. 

b) Der sich dabei ergebende innere Knoten v zwischen A und B stimmt mit dem vorigen inneren Knoten u überein. Da ein binärer Baum zu konstruieren ist, können wir das Blatt D nicht auch noch unter den Knoten u hängen. 


 






Glücklicherweise haben wir aber noch weitere Optionen, das Blatt D an einen 

geeigneten neuen inneren Knoten zu setzen. In Frage kommen Knoten v zwischen u und dem Blatt C.


 






Die genau Platzierung von v erhalten wir, wenn wir als Referenzpunkte nun A und C 

(es geht genau so gut auch B und C) benutzen.

Führen wir das obige Beispiel weiter: Bei der Integration von Blatt D liegt bei Referenzpunkten A und B der „gutartige“ Fall a) vor. Auch die Pfadkosten von D nach C, also 16, stimmen mit d(C,B) überein.




 





Nun integrieren wir E mit den Referenzpunkten A und B. Der neue innere Knoten w müsste folgende Distanzen zu A und B aufweisen:

 ½ (d(A,E) + d(A,B) – d(B,E)) = 3


 ½ (d(A,B) + d(B,E) – d(A,E)) = 3

Dieser innere Knoten ist aber schon verbraucht. Wir wählen in dem Unterbaum unterhalb dieses Knotens ein Blatt, hier Blatt, und machen dieselbe Rechnung mit den Referenzpunkten A und D. Der neue innere Knoten w müsste folgende Distanzen zu A und D aufweisen:

½ (d(A,E) + d(A,D) – d(D,E)) = 10


½ (d(A,D) + d(D,E) – d(A,E)) = 2

Dies ist ein neuer innerer Knoten, der uns noch zur Verfügung steht. Setzen wir ihn und darunter das Blatt E, so können wir nachrechnen, dass auch die Pfadkosten von Blatt E zu allen bislang gesetzten Blättern mit den jeweiligen Distanzen überein stimmen.




 







Nun integrieren wir Blatt F. Referenzpunkte A und B würden auf einen schon benutzten Knoten führen, also weichen wir auf Referenzpunkte A und ein Blatt unter dem benutzten inneren Knoten, etwa Blatt E aus. Dann ergibt sich, dass wir Blatt F unter einen neuen inneren Knoten setzen müssen, dessen Anstände von A und E wie folgt sind:

½ (d(A,F) + d(A,E) – d(E,F)) = 8


½ (d(E,F) + d(A,E) – d(A,F)) = 3













Auch die Pfadkosten von F zu allen bisher gesetzten Blättern stimmen mit den jeweiligen Distanzen überein. 

Schließlich ist Blatt G zu platzieren. Wir benutzen Referenzpunkte A und F (der Leser möge mit A und B beginnen, sich dann zu A und D weiter arbeiten, um schließlich bei A und F zu gelangen) und erhalten als Distanzen des neuen zu setzenden inneren Knotens zu A und F:

½ (d(A,F) + d(A,G) – d(F,G)) = 11


½ (d(A,F) + d(F,G) – d(A,G)) = 2

Die Pfadkosten von G zu allen gesetzten Blättern stimmen wiederum mit den jeweiligen Distanzen überein. Somit sieht der fertige additive Baum wie folgt aus:




 








6.8 Additivitätstest mitttels ultrametrischer Bäume

Wir wollen jeder Metrik d auf einer Menge O eine Metrik d* auf einer Teilmenge O’ von O zuordnen, so dass gilt: d ist additiv genau dann, wenn d* ultrametrisch ist. Ferner wird es möglich sein, aus einem ultrametrischen Baum für d* einen additiven Baum für d zu konstruieren.

Sei d eine Metrik auf O. Um die Konstruktionsidee für d* zu motivieren, nehmen wir an, d sei additiv. Ferner sei ein additiver Baum T für d gegeben. (Wir werden gleich sehen, wie wir die Voraussetzung der Additivität von d und die Verwendung von T bei der Definition von d* vermeiden können.) 

Sei m = d(W,X) die maximale Distanz, die zwischen zwei Objekten auftritt; diese werde für Objekte W und X angenommen. Sei O’ = O – {W}. Wir vergrößern für jedes Blatt X ( O’ das Gewicht x der Kante zu X in T um den (nichtnegativen) Wert m – d(W,X). Damit erreichen wir, dass die Pfadkosten von W zu Blatt X (die vorher d(W,X) waren) in dem neuen Baum gleich m sind, also für alle Blätter aus O’ gleich groß sind. 











Wir wandeln den Baum wie folgt ab, indem wir aus dem Blatt W einen inneren Knoten vom Kontengrad 2 machen, ohne dabei die Pfadkosten von W zu den Blättern X zu verändern.









Nun liegt die in Situation eines ausbalancierten additiven Baumes T* (in dem W der Splitknoten vom Knotengrad 2 für die Kante mit Gewicht (w + u) + (w + v) ist) vor, der demzufolge eine Ultrametrik d* auf O’ definiert. Man kann d* direkt aus d heraus berechnen, ohne den Umweg über T und T* machen zu müssen. Dazu betrachten wir zwei verschiedene Blätter X und Y in O’ und ihren jüngsten gemeinsamen Vorfahren V in T zusammen mit den diversen Pfadkosten in T und T*:







Da x + z = d(W,X) und y + z = d(W,Y) gilt, folgt :

d*(X,Y) 

= x + m – d(W,X) + y + m – d(W,Y) 

= x + z – d(W,X) + m + y + z – d(W,Y) + m – 2(z

= 2(m - 2(z

= 2(m – ((z + x) + (z + y) – (x + y))

= 2(m – (d(W,X) + d(W,Y) – d(X,Y))

Mit dieser Definition d*(X,Y) = 2(m – (d(W,X) + d(W,Y) – d(X,Y)) zeigen wir nun:

(1) Ist d eine Metrik, so auch d*. Nur die Dreiecksungleichung ist zu verifizieren. Dies ist eine einfache Übung für den Leser. 

(2) Ist d eine additive Metrik auf O, so ist d* eine Ultarmetrik auf O’. Dies hat die obige Konstruktion ja gerade gezeigt.

(3) Ist d* eine Ultrametrik auf O’, so ist d eine additive Metrik auf O. 

Beweis von (3): Sei ein ultrametrischer Baum für d* gegeben. Wir wandeln ihn wie in 6.4 beschrieben in einen Baum T* um, in dem für je zwei Blätter X und Y aus O’ die Pfadkosten von X zu Y gleich d*(X,Y) sind und in dem es einen zusätzlichen Knoten W vom Knotengrad 2 gibt, der zu allen Blättern aus O’ dieselben Pfadkosten m* = ½(d*(X,Y), für beliebige X und Y aus O’, hat. Beachte, dass gilt:


d(X,Y) = d*(X,Y) – (m – d(W,X)) – (m – d(W,Y))

Ersetzen wir nun für jedes Blatt X aus O’ das Gewicht x* der Kante zu X in T* durch x* – (m – d(W,X)), so erhalten wir einen Baum T**, in dem jedes Blatt X zu jedem anderen Blatt Y die Pfadkosten d(X,Y) hat. (Hiermit wird quasi die obige Konstruktion wieder rückgängig gemacht.) Ferner sind die Pfadkosten von W zu X in T** gleich 

½(d*(X,Y) – (m – d(W,X)) = m* - m + d(W,X)).

Den Baum T** bauen wir nun schließlich in folgenden Baum T um, in dem wir den internen Knoten W zu einem weiteren Blatt machen:




 



In T sind die Pfadkosten von Blatt X ( O zu Blatt Y ( O gleich d(X,Y) und die Pfadkosten von Blatt W zu Blatt X ( O gleich d(W,X), also stets positiv. Es verbleibt ein kleines technisches Restproblem: Manche der Kantengewichte zu den Blättern können in T negativ geworden sein. T ist also noch kein additiver Baum. Hier muss eine „Umschichtung“ der positiven Kantengewichte zugunsten eventueller negativer Kantengewichte erfolgen mit dem Ziel, letzt endlich nur noch positive Kantengewichte zu haben; die Pfadkosten zwischen Blättern dürfen sich dabei nicht verändern. 

Der Umbau zu positiven Kantengewichten erfolgt nun wie folgt. Sei ( das Minimum der Pfadkosten zwischen zwei verschiedenen Blättern in T. Wir beginnen an einem beliebigen Blatt und arbeiten uns in den Baum T hinein. In einem Teil des Baumes T seien bereits positive Kantengewichte realisiert worden. Die aktuell betrachtete Kante e habe den negativen Wert –a. Wir ersetzen diesen Wert durch den positiven Wert (/n und kompensieren dies bezüglich der Pfadkosten dadurch, dass wir die Gewichte b und c der beiden mit e inzidenten Kanten durch b – a - (/n und c - a - (/n ersetzen.







 









Da die Pfadkosten zwischen Blättern mindestens ( sind, Pfadkosten invariant bleiben und wir auf jedem Pfad maximal n mal die kleine positive Zahl (/n „verbrauchen“, haben die zu Blättern führenden Kanten am Ende jeweils ein positives Gewicht.


Der so konstruierte Baum ist nun endlich ein additiver Baum für die Metrik d auf O.

6. 9 Die 4-Punkt-Bedingung 

In Analogie zur 3-Punkt-Bedingung für Ultrametriken gibt es eine die Additivität einer Metrik charakterisierende Bedingung:

Definition   Eine Metrik d erfüllt die 4-Punkt-Bedingung, falls für je vier verschiedene Objekte A, B, C, D zwei der folgenden drei Summen identisch und größer als die verbleibende Summe sind: 

d(A,B) + d(C,D), d(A,C) + d(B,D), d(A,D) + d(B,C)

Mit anderen Worten: Von den drei möglichen Matchings von A, B, C, D (gelb, rot, grün im folgenden Diagramm) gibt es ein billigeres und zwei teurere mit identischen Kosten.




Es gilt folgender Satz.

Satz   Ein Metrik ist eine additive Metrik, genau dann wenn sie die 4-Punkt-Bedingung erfüllt. 

Beweis: 

1) Wir zeigen, dass aus der Additivität die 4-Punkt-Bedingung folgt (notwendige Bedingung). Sei ein additiver Baum für d gegeben. Ferner seien A, B, C, D vier verschiedene Objekte. Entweder liegen alle vier Objekte auf einem einzigen Pfad durch den Baum oder drei der Objekte liegen auf einem einzigen Pfad durch den Baum und das vierte liegt auf einem von diesem Pfad abzweigenden Nebenpfad. Lassen wir zu, dass dieser Nebenpfad auch die Länge 0 haben kann, so sind beide Situationen unter geeigneter Aufreihung der vier Objekte wie folgt zu beschreiben:




Die drei zu betrachtenden Summen sind also: a + c, (a + b) + (b + c) und (a + b + c) + b. Zwei dieser Summen haben denselben Wert, der größer als der Wert der dritten Summe ist.

2) Wir zeigen, dass aus der 4-Punkt-Bedingung die Additivität folgt. Es sei also die 4-Punkt-Bedingung für die Metrik d auf O erfüllt. Wir machen fast dieselbe Konstruktion wie in Abschnitt 6.8. Sei m die maximale Distanz zwischen zwei Objekten aus O; sei m = d(W,U). Wir definieren für alle X, Y ( O – {W}:


d*(X,Y) = 2(m – (d(W,X) + d(W,Y) – d(X,Y))


d*(W,X) = m

Nun folgt:

(1) d* ist eine Metrik auf O. (Die Dreiecksungleichung ist leicht nachzurechnen.)

(2)  Die 4-Punkt-Bedingung gilt auch für die Metrik d*. 

Beweis: 

Fall 1: Wir betrachten 4 Punkte A, B, C, D ( O – {W}, die wir uns so aufgelistet denken, dass d(A,B) + d(C,D) = d(A,C) + d(B,D) > d(A,D) + d(B,C) gilt. Daraus folgt d*(A,B) + d*(C,D) = d*(A,C) + d*(B,D), da nach dies nach Definition äquivalent ist zu


2m + d(A,B) – d(W,A) – d(W,B) + 2m + d(C,D) – d(W,C) – d(W,D) =


2m + d(A,C) – d(W,A) – d(W,C) + 2m + d(B,D) – d(W,B) – d(W,D),

was nach Wegkürzen gemeinsamer Terme zur vorausgesetzten Gleichung führt. In genau derselben Weise folgt d*(A,C) + d*(B,D) > d*(A,D) + d*(B,C).

Fall 2: Wir betrachten 3 Punkte A, B, C ( O – {W} und als vierten Punkt des Punkt W. Die Punkte A, B, C seien so aufgelistet, dass d(A,B) + d(C,W) = d(A,C) + d(B,W) > d(A,W) + d(B,C) gilt. Daraus folgt d*(A,B) + d*(C,W) = d*(A,C) + d*(B,W), da nach dies nach Definition äquivalent ist zu 2m + d(A,B) – d(W,A) – d(W,B) + m = 2m + d(A,C) – d(W,A) – d(W,C) + m, was nach Wegkürzen gleicher Terme und Umsortieren zur vorausgesetzten Gleichung führt. Ebenso zeigt man d*(A,C) + d*(B,W) > d*(A,W) + d*(B,C).

(3) Die Einschränkung von d* auf O – {W} erfüllt die 3-Punkt-Bedingung.

Beweis: Seien A, B, C drei Punkte aus O – {W}. Wir wenden die 4-Punkt-Bedingung auf A, B, C, W an und kürzen in den drei vorkommenden Summen den gemeinsamen Summanden m weg. Es folgt die 3-Punkt-Bedingung für A, B, C.

(4) Die Restriktion von d* auf O – {W} ist eine Ultrametrik.

Beweis: Siehe 6.8.

(5) d ist eine additive Metrik.

Beweis: Siehe 6.8.

6.10 Aus der 3-Punkt-Bedingung folgt die 4-Punkt-Bedingung

Satz   Aus der 3-Punkt-Bedingung folgt die 4-Punkt-Bedingung. 

Dies belegt noch einmal auf andere Art und Weise, dass jede Ultrametrik additiv ist. 

Beweis: Seien 4 Punkte A, B, C und D gegeben. Die 3-Punkt-Bedingung auf A, B, C angewandt ergibt o.B.d.A. folgende Konstellation mit y < x:






Die 3-Punkt-Bedingung auf A, B, D angewandt verfeinert diese zu einer der beiden folgenden Konstellationen mit y < x und z < x:











Somit muss wegen der 3-Punkt-Bedingung für A, C und D eine der folgenden drei Konstellationen vorliegen mit y < x, z < x und u < x:
















Verwenden wir auch noch die 3-Punkt-Bedingung für B, C und D, so ergibt dies folgende Möglichkeiten:





















In den ersten drei Fällen sieht man jeweils, dass die 4-Punkt-Bedingung erfüllt ist.

6.11 Sandwich-Probleme

Bislang sind die betrachteten, sehr idealisierten Probleme effizient lösbar. Nähern wir uns aber einen kleinen Schritt realistischeren Szenarien an, so überschreiten wir schnell die Grenze zu NP-schwierigen Problemen. Eine solche praktisch sinnvolle Verallgemeinerung betrifft die Genauigkeit der in den Metriken gegebenen Daten. In der Regel kennen wir für je zwei Objekte X und Y die Distanz d(X,Y) nicht exakt, können aber immerhin ein Intervall [l(X,Y),r(X,Y)] angeben, in dem d(X,Y) liegen muss. Dann stellt sich die Frage, ob es einen additiven Baum für eine Metrik mit Werten in den zugelassenen Intervallen gibt. Dieses Problem ist NP-schwierig. Frage wir stattdessen, ob es einen ultrametrischen Baum für eine Metrik mit Werten in den zugelassenen Intervallen gibt, so ist dieses Problem wiederum effizient lösbar. Der Algorithmus ist recht nichttrivial (siehe Meidanis & Setubal (1997)).

6.12 Perfekte phylogenetische Bäume

Arten sind oft dadurch charakterisiert, dass sie gewisse Merkmale besitzen oder nicht besitzen (Warmblüter, haben Flügel, legen Eier, ...). Wir beschränken uns auf sog. binäre Merkmale, d.h. Merkmale, die auf ein Objekt entweder zutreffen oder nicht zutreffen können; allgemeiner wären Merkmale, die mehr als zwei Merkmalswerte annehmen können wie etwa die Anzahl der Beine. 

Haben wir eine Menge O von n Objekten und eine Menge M von m Merkmalen, so beschreibt eine n(m-Matrix (, deren Zeilen mit den Elemente X ( O und deren Spalten mit den Elemente E ( M indiziert sind und die für jede Zeile X und Spalte E als Eintrag ((X,E) den Merkmalswert 1 (für Zutreffen) oder 0 (für Nichtzutreffen) hat, unser Wissen über die betrachteten Objekte hinsichtlich der gegebenen Merkmale. Wir nennen ( eine Merkmalsmatrix. 

Definition   Ein perfekter phylogenetischer Baum für die Merkmalsmatrix ( ist ein binärer Baum T mit einer Wurzel W und folgenden Eigenschaften: 

(1) Die Blätter von T sind in eindeutiger Weise mit den Objekten aus O beschriftet. 

(2) Die inneren Kanten (also die Kanten, die nicht zu Blättern führen) und mancher der Kanten, die zu Blättern führen, sind jeweils mit genau einem Merkmal beschriftet. Jedes Merkmal kommt genau einmal als Kantenbeschriftung vor. (Die Kante mit Merkmal E bezeichnet die Stelle des Erwerbs des Merkmals E.) 

(3) Für jedes Blatt X gilt, dass der Pfad von der Wurzel zu X mit genau den Merkmalen beschriftet ist, die auf X zutreffen.

Man beachte hierbei die Restriktionen, die in diesem Modell vorliegen. Merkmale werden stets nur erworben, niemals wieder verloren. Dasselbe Merkmal kann nicht an zwei verschiedenen Stellen eines perfekten phylogenetischen Baumes erworben worden sein. 

PERFECT PHYLOGENY PROBLEM

Eingabe: Eine n(m-Merkmalsmatrix (.

Frage: Gibt es für ( einen perfekten phylogenetischen Baum? Wenn ja, konstruiere einen solchen.

Beispielsweise hat die Merkmalsmatrix
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den folgenden perfekten phylogenetischen Baum:










Man beachte, dass nicht alle Kanten zu Blättern beschriftet sind, es hat also nicht überall ein Merkmalserwerb statt gefunden. 

Dagegen hat die Merkmalsmatrix
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keinen perfekten phylogenetischen Baum. Woran kann man dies erkennen?

Definition   Sei ( eine Merkmalsmatrix für die Objektmenge O und Merkmalsmenge M. Für jedes Merkmal E in M sei O(E) die Menge aller Objekte X ( O mit ((X,E) = 1. Also ist O(E) die Teilmenge der Objekte, die das Merkmal E besitzen.

Nun gilt folgende Aussage:

Satz   Die Merkmalsmatrix ( hat einen perfekten phylogenetischen Baum, genau dann wenn für je zwei Merkmale E und F in M entweder O(E) = O(F) oder O(E) ( O(F) oder O(F) ( O(E) oder O(E) ( O(F) = ( gilt.

Das ist für die erste Matrix der Fall, nicht aber für die zweite. Diese Eigenschaft zu überprüfen dauert O(m2n) Schritte. 

Beweis: Matrix ( habe einen perfekten phylogenetischen Baum. Für zwei Merkmale E und F finden wir die Objekte in O(E) als Blätter des Teilbaumes, der mit der mit E beschrifteten Kante beginnt. Entsprechend finden wir die Objekte in O(F) als die Blätter des Teilbaumes, der mit der im F beschrifteten Kante beginnt. Da zwei Teilbäume eines Baumes entweder identisch oder ineinander enthalten oder disjunkt (aber nicht überlappend) sind, folgt, dass eine der vier behaupteten Relationen zwischen O(E) und O(F) gilt.


Sei umgekehrt für jedes Paar von Merkmalen E und F in M entweder O(E) = O(F) oder O(E) ( O(F) oder O(F) ( O(E) oder O(E) ( O(F) = (. Zunächst ordnen wir die Spalten der Matrix M so um, dass die Spalten als Binärzahlen (das signifikanteste Bit steht in der ersten Zeile) interpretiert von links nach rechts in absteigender Reihenfolge stehen. In obigem Beispiel sähe dies wie folgt aus:
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Die größte Binärzahl ist also die in der ersten Spalte stehende. Nun betrachten wir zwei beliebige Objekte X und Y in O. Sei E das am weitesten rechts stehende Merkmal, das auf beide Objekte X und Y zutrifft. Sei F ein links von E stehendes Merkmal, das auf X zutrifft. Da X ( O(E) ( O(F) gilt, muss O(E) ( O(F) oder O(F) ( O(E) gelten. Es kann aber nicht O(F) eine echte Teilmenge von O(E) sein (da die unter Spalte F stehende Binärzahl größer oder gleich der unter Spalte E stehenden Binärzahl ist), also muss O(E) ( O(F) gelten. Somit ist Y ( O(F). Somit treffen auf X und Y dieselben der Merkmale links von Merkmal E zu. Sei nun F ein Merkmal rechts von Merkmal E. Es kann somit F höchstens auf eines der beiden Objekte X oder Y zutreffen. Fassen wir die Merkmale F, die auf X zutreffen, von links nach rechts zu einem String X von Merkmalen zusammen, so gilt also: Je zwei solcher Strings X und Y haben die Eigenschaft, dass sie ein gemeinsames Präfix besitzen und dass die auf dieses gemeinsame Präfix folgenden Suffix beider Strings keine gemeinsamen Zeichen enthalten: X = GH’ und Y = GH’ mit Strings H und H’ ohne gemeinsame Zeichen. Somit würde ein perfekter phylogenetischer Baum nur für die Objekte X und Y wie folgt aussehen:






Weitere Objekte integriert man nun in ähnlicher Weise, wie man einen Suffixbaum erstellt: 

An der richtigen Stelle wird eine Kante gesplittet. Man beginnt mit den längsten Strings und arbeitet sich zu den kürzeren voran. Sehen wir uns dies in obigem Beispiel an. Es ist A = 21, B = 3, C = 215, D = 34, E = 2. In der Reihenfolge C, A, D, B, E resultiert genau der oben gezeichnete Baum. Das Verfahren hat einen Aufwand von O(nm), wenn man das Sortieren der Spalten von M mit einem Sortierverfahren bewerkstelligt, das den Aufwand O(nm) hat (der Rest der Konstruktion geht offensichtlich in Zeit O(nm)). Das Sortieren kann mit dem bekannten Verfahren Radix-Sort in der angegebenen Zeit bewerkstelligt werden.

6. 13 Ungeordnete Merkmale

Das bisher behandelte Szenario war relativ simpel, was sich in effizienten Algorithmen äußerte. Die Grenze zu NP-vollständigen Problemen ist aber nahe: Lässt man Merkmale mit mehreren Merkmalswerten zu, die im Verlauf eines phylogenetischen Baumes beliebig umspringen können (also nicht nur einmaliger Erwerb einer Merkmalseigenschaft), so ergeben sich NP-vollständige Probleme. Hält man die Anzahl der Merkmale aber fest, etwa gleich m, so gibt es auch für das allgemeinere Szenario polynomielle Algorithmen, deren Laufzeit aber exponentiell in m skaliert.

6. 14 Konstruktion perfekter phylogenetischer Bäume mittels ultrametrischer Bäume

Wir können ultrametrische Bäume gewinnbringend verwenden, um zumindest die Struktur des gesuchten perfekten phylogenetischen Baumes für eine Merkmalsmatrix eindeutig festzulegen (es fehlt dann nur noch die Beschriftung der Kanten mit Merkmalen). Definieren wir zu einer Merkmalsmatrix ( über n Objekten und m Merkmalen die folgende n(n-Matrix (* durch (*(X,Y) = Anzahl der Merkmale, die X und Y gemeinsam haben.  Es ist leicht zu zeigen, dass für eine Merkmalsmatrix (, zu der es einen perfekten phylogenetischen Baum besitzt, die Matrix (* einen sog. min-ultrametrischen Baum besitzt (im Unterschied zu einem ultrametrischen Baum sind die Zahlen entlang der Pfade von der Wurzel zu den Blättern strikt ansteigend statt absteigend; die „Theorie“ ändert sich aber dadurch nicht). Dieser min-ultrametrische Baum entsteht aus einem perfekten phylogenetischen Baum dadurch, dass an alle inneren Knoten die Anzahl der Merkmale an den Kanten zwischen ihm und der Wurzel und an die Blätter die Gesamtzahl m von Merkmalen geschrieben wird. Den höchstens eindeutig bestimmten min-ultrametrischen Baum kann man herstellen und hat damit schon die Grundstruktur des gesuchten perfekten phylogenetischen Baumes.
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