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§3 Sequence Alignment 

Sind nun zahlreiche Genome und Proteine sequenziert und in umfangreichen Datenbanken abgespeichert, so stellt sich nun das Problem, was man mit all dieser Information machen könnte. An erster Stelle, bevor irgendwelche „höheren Ambitionen“ befriedigt werden können, stehen Fragen des Stringvergleichens und des Auffindens von Strings. Es geht dabei allerdings nicht primär um exaktes Pattern Matching (was zwar auch eine Rolle in der Bioinformatik spielt), wie es in Anhang I skizziert ist, sondern um inexaktes Pattern Matching unter dem Einfluss diverser Stör- und Fehlermöglichkeiten. Beispielsweise könnte uns interessieren, zu einer neuen DNA-Sequenz  TTACGCGTACTCATGGTACTT in einer Datenbank eine möglichst ähnlich zu finden. Ist die gegebene Sequenz ähnlicher zu TTATGCAGTACCTCATGGGTACT oder zu TACGCGTACCATGTCATT?


Mehrere Anliegen stecken hinter dem Wunsch, Strings bezüglich gewisser Ähnlichkeitsmaße zu vergleichen.

a) Beim Sequenzieren treten Fehler auf. Genomdatenbanken sind bekanntermaßen nur bis zu einem gewissen Grad zuverlässig. Exaktes Matchen eines neuen Suchstrings mit bekannten wird in den wenigsten Fällen gelingen.

b) Noch weitaus banaler ist, dass beim Eintippen langer Strings Tippfehler keine Seltenheit sind (gerade deshalb, weil DNA-Sequenzen keinen nennenswerten Unterhaltungswert haben und nicht, wie natürliche Sprache, für den Menschen beim Lesen und Schreiben verwertbare Redundanz).

c) Weitaus weniger banal ist das folgende „Dogma“ der Molekularbiologie: Ähnliche Sequenzen, insbesondere bei Proteinen, haben ähnliche Funktionalität. Hat man also ein neues Protein sequenziert, dessen Funktion man nicht kennt, so kann man in Proteindatenbanken (z.B. Swiss-Prot) nach ähnlichen Sequenzen suchen, deren Funktion bekannt ist.

d) Die Evolution verändert DNA durch Mutationen, indem sie Basen austauscht, löscht und einfügt, und erzeugt auf diesem Weg neue Lebewesen. Durch Vergleich der DNA gewisser Gene oder der Aminosäurensequenz gewisser funktionell gleicher Proteine (z.B. Hämoglobin), kann man Rückschlüsse auf die genetische Verwandtschaft verschiedener Lebewesen ziehen. Ist der Mensch genetisch mehr dem Orang Utan oder dem Gorilla ähnlich? 

Es gibt zahlreiche Ansätze, Strings zu vergleichen. Einige davon werden wir im folgenden detaillierter studieren. 

3.1 Global Alignment

Definition   Sei S ein String der Länge m und T ein String der Länge n über dem Alphabet (. Ein Alignment von S mit T  besteht aus zwei Strings S* und T* über dem Alphabet  ( ( {-} mit folgenden Eigenschaften:

a) S* und T* haben dieselbe Länge.

b) Für alle i mit 1 ( i ( |S*|  ist S*(i) ( ( oder T*(i) ( (.

c) Lässt man in S* alle Vorkommen von – weg, so erhält man S.

d) Lässt man in T* alle Vorkommen von – weg, so erhält man T.

Beispielsweise ist folgendes ein Alignment von String ATCTGAT mit String TGCATA:


A T - C - T G A T

- T G C A T – A –

Man kann sich ein Alignment von S mit T als ein Protokoll vorstellen, welchen besagt, an welchen Stellen von S Zeichen verändert, eingefügt bzw. gelöscht wurden, bei dem Vorgang, S in T zu verwandeln. 

Es gibt sehr viele mögliche Alignments S*, T* von S mit T. Zwar ist |S*| höchstens gleich |S| +| T| (wegen der Bedingung b) in der obigen Definition), aber allein die Auswahl der Stellen, an denen in S* das Zeichen – gesetzt werden kann, ergibt eine exponentielle Vielfalt. Unter all diesen soll in effizienter Weise, d.h. ohne exponentielle Suchräume zu durchsuchen, ein bestes Alignment gefunden werden. Dazu ist es zunächst erforderlich, die Güte eines Alignments numerisch zu messen.

Definition   Eine Bewertungsfunktion  (scoring function)  für ein Alphabet ( ist eine Funktion (, die jedem Zeichenpaar (a,b) aus (2 eine ganze Zahl ((a,b) zuordnet, ferner jedem Zeichen a aus ( eine ganze Zahl ((a,-), und jedem Zeichen b aus ( eine ganze Zahl ((-,b). Der Wert (score) (*(S*,T*) eines Alignments S*, T* von S mit T bezüglich der Bewertungsfunktion ( ist definiert durch
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Ein optimales Alignment von S mit T ist ein Alignment S*, T* mit maximalem Wert (*(S*,T*).

Ein typisches (einfaches) Beispiel einer Bewertungsfunktion wäre: Für a, b ( ( mit a ( b

((a,a) = 1
((a,b) = -1 
((a,-) = -2
((-,b) = -2

Mit dieser Bewertungsfunktion werden Matches belohnt, Mismatches moderat bestraft, Einfügungen (Inserts) und Löschungen (Delets) schärfer bestraft. Inserts und Delets werden oft zusammengefasst unter dem Namen InDels.

Wir wollen nun ein effizientes Verfahren entwickeln, mit dem man zunächst den Wert eines optimalen Alignments von S mit T berechnen kann. Darauf aufbauend werden wir dann auch noch ein optimales Alignment selbst bestimmen. Die Idee dabei ist, nicht nur für die kompletten Strings S und T den Wert eines optimalen Alignments zu bestimmen, sondern für jedes Präfix S[1..i] von S und T[1..j] von T den Wert eines optimalen Alignments von S[1..i] mit T[1..j] zu bestimmen. Aus den Werten der optimalen Alignments kürzerer Präfixe lassen sich die Werte der optimalen Alignments längerer Präfixe berechnen. Diese Vorgehensweise, aus optimalen Lösungen kürzerer Teilprobleme iterativ optimale Lösungen längerer Teilprobleme zu berechnen, nennt man dynamisches Programmierung. Es kommt in der Informatik sehr häufig und in unterschiedlichsten Ausprägungen vor. In unserem Fall sieht es wie folgt aus:


Für 0 ( i ( |S| und 0 ( j ( |T| sei sij der Wert eines optimalen Alignments mit T bezüglich der Bewertungsfunktion ( von S[1..i] und T[1..j]. Dann gilt folgende Rekursionsformel, für 1 ( i ( |S| und 1 ( j ( |T|:

s00 = 0


si0 = 
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s0j = 
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sij = max{ sij-1 + ((-,T(j)),  si-1j + ((S(i),-),  si-1j-1 + ((S(i),T(j)) }

Die Erklärung ist einfach. In der zweiten Gleichung gibt es nur ein einziges Alignment zwischen S[1..i] und dem leeren String; in diesem wird S(k) jeweils mit – gepaart. Die dritte Gleichung erklärt sich entsprechend. In der vierten Gleichung ist zu beachten, dass am rechten Ende eines optimalen Alignments von S[1..i] mit T[1..j] entweder S(i) mit – gepaart wurde, bzw. – mit T(j) gepaart wurde, bzw. S(i) mit T(j) gepaart wurde. Löschen wir in einem optimalen Alignment von S[1..i] mit T[1..j] jeweils das rechteste Zeichen, so resultiert ein optimales Alignment von S[1..i-1] mit T[1..j], bzw. von S[1..i] mit T[1..j-1], bzw. von S[1..i-1] mit T[1..j-1]. Gäbe es nämlich für die verkürzten Präfixe noch bessere Alignments, so könnte man wieder durch Anfügen der beiden gelöschten Zeichen auch bessere Alignments der Ausgangspräfixe erhalten. Diese Grundidee, dass optimale Gesamtlösungen sich aus optimalen Teillösungen zusammen setzen, nennt man das Bellman-Prinzip. Es trifft auf viele Probleme zu und ist der Schlüssel für eine auf dynamischem Programmieren basierte effiziente Lösung. Man darf nun allerdings die obige Rekursion nicht etwa rekursiv implementieren. Dann würden identische Teilaufrufe vielfach ausgewertet und es würde eine exponentielle Laufzeit resultieren. Vielmehr muss man die Teilaufrufe bottom up berechnen. Wir tun dies für die beiden oben genannten Strings ATCTGAT und TGCATA bezüglich der einfachen, oben genannten Bewertungsfunktion. Die Werte sij werden am besten tabellarisch wie folgt festgehalten:


Somit können wir in der rechten unteren Ecke –4 als Wert eines optimalen Alignments ablesen. Das oben genannte Alignment hatte den Wert –6, war also nicht optimal. Der Tabelle können wir nun auch noch ein optimales Alignment entnehmen, inden wir von untenrechts beginnend eine Pfeilfolge an den linken oder oberen Rand der Tabelle verfolgen. Ein Diagonalpfeil paart das oben stehende Zeichen a mit dem links stehenden Zeichen b, ein Pfeil nach oben paart das Leerzeichen – mit dem links stehenden Zeichen b, ein Pfeil nach links paart das oben stehende Zeichen a mit einem Leerzeichen -. In unserem Beispiel ergibt sich das optimale Alignment:


T G C A T A –


A T C T G A T

Sein Wert ist in der Tat  - 1 - 1 +1 - 1- 1 + 1 – 2 = - 4. Es ist das einzige optimale Alignment.

Ein weiteres Beispiel zeigt, dass es mehrere optimale Alignments geben kann, und wie man alle diese der Tabelle entnimmt.


Optimale Alignments mit Wert –1 sind:


A G - C


A A A C


A - G C


A A A C


- A G C


A A A C

Bestraft man Mismatches stärker als InDels, etwa durch die Bewertungsfunktion


((a,a) = 1
((a,b) = -5 
((a,-) = -2
((-,b) = -2,

so ergeben sich optimale Alignments mit erheblich mehr Indels.


Optimale Alignments mit Wert –4 sind:


A G - - C


A - A A C


A - G - C


A A - A C


A - - G C


A A A - C


- - A G C


A A A - C

Es wurden also keine Mismatches riskiert.

Konkretisiert man die Bewertungsfunktion, so erhält man verschiedene spezielle Probleme.

(1) Eine normale Bewertungsfunktion ( erfüllt ((a,a) ( 0, ((a,b) ( 0 für a ( b, ((a,-) ( 0 und ((-,b) ( 0.

(2) Eine uniforme Bewertungsfunktion ( erfüllt ((a,a) = m ( 0, ((a,b) = d ( 0 für a ( b, ((a,-) = s ( 0 und ((-,b) = s ( 0 mit Konstanten m,d und s.

(3) Definieren wir ((a,a) = 1, ((a,b) = -1 für a ( b, ((a,-) = -1 und ((-,b) = -1, so ist der Wert W eines Alignments S*, T* von S mit T gleich der Anzahl der Matches x minus der Anzahl der Mismatches y minus der Anzahl der InDels z: W = x – y – z. Bilden wir stattdessen die Größe ½(|S*| - W), so erhalten wir wegen |S*| = x + y + z die Anzahl der Mismatches plus die Anzahl der Indels, den sog. Hammingabstand der beiden Strings S* und T*, d.h. die Anzahl der Positionen mit verschiedenen Zeichen in S* und T*. Der Hammingabstand dH ist eine Metrik, d.h. er erfüllt die folgenden Gesetze: dH(A,B) = 0 ( A = B, dH(A,B) = dH(B,A) (Symmetrie), dH(A,B) ( dH(A,C) + dH(C,B) (Dreiecksungleichung). Der Hammingabstand eines optimalen Alignments S*, T* von S mit T ist die kleinste Anzahl k, so dass man aus S mit k Zeichenersetzungen und Indels T erzeugen kann; ein optimales Alignment S*, T* von S mit T ist quasi eine Art Protokoll, wie aus S der String T auf kürzest mögliche Art und Weise erzeugt werden kann. Man nennt den Hammingabstand eines optimalen Alignments von S mit T deshalb auch oft die Editierdistanz zwischen S und T. Maximieren des Scores entspricht also bei globalem Alignment dem Minimieren der Editierdistanz. Im später behandelten lokalen Alignment wird Minimieren der Editierdistanz keinen Sinn machen, während Maximieren des Scores interessant ist. Deshalb ist die Ähnlichkeit zwischen Strings gegenüber der Distanz zwischen Strings der wichtigere Begriff.

(4) Definieren wir ((a,a) = 1, ((a,b) = 0 für a ( b, ((a,-) = 0 und ((-,b) = 0, so ist der Wert W eines Alignments S*, T* von S mit T gleich der Anzahl der Matches. Ein optimales Alignment zu finden entspricht somit der Aufgabe, einen möglichst langen String zu finden, der sowohl Teilsequenz (Achtung: Nicht „Teilstring“) von S und von T ist: LONGEST COMMON SUBSEQUENCE
3.2 Semiglobales Alignment (Endspace Free Alignment)

Wir legen im folgenden eine normale Bewertungsfunktion ( zugrunde mit ((a,a) ( 0, ((a,b) ( 0 für a ( b, ((a,-) ( 0 und ((-,b) ( 0.

Vergleichen wir die Strings CAGCACTTGGATTCTCGG und CAGCGTGG, so kann man nach längerem Hinsehen erkennen, dass der zweite String ein gutes Alignment mit einem Teilstring des ersten bilden kann:


C A G C A – C T T G G A T T C T C G G


- - - C A G C G T G G - - - - - - - -

Verwenden wir die Bewertungsfunktion ((a,a) = 1, ((a,b) = -1, ((a,-) = -2, ((-,b) = -2, so hat dieses Alignment der Wert –19. Dagegen hätte das Alignment


C A G C A C T T G G A T T C T C G G


C A G C - - - - - G - T - - - - G G

den besseren Wert –12. Dennoch könnte das erste Alignment interessanter als das zweite sein: Es wurden kaum Strukturen zerrissen wie beim zweiten Alignment, um Strings aneinander anzupassen. Technisch gesagt wurde beim zweiten Alignment versucht, einen Teilstring von S mit dem kompletten String T zu alignieren. Passend dazu sollte man den Wert eines Alignments so messen, dass ein nur aus Leerzeichen – bestehendes Präfix von T und ein nur aus Leerzeichen bestehendes Suffix von T nicht negativ bewertet werden sondern den Score 0 zum Gesamtwert beitragen.


Eine weitere Variante erhält man, wenn man an einem Überlapp zwischen S und T mit maximalem Score interessiert ist:


C A G C A C T T G G A T T C T C G – G - - -


- - - - - - - - - - - - - C - A G C G T G G
Dies wäre beispielsweise relevant für die Situation im approximativen Superstringalgorithmus aus dem letzten Paragraphen, wenn man nicht exaktes Matchen von Suffixen und Präfixen erwarten kann, also auf gutes Alignnment ausweichen muss. Man würde sich also für ein optimales Alignment zwischen einem Suffix von S und einem Präfix von T interessieren. In diesem Fall sollten ein Suffix von S aus Leerzeichen und ein Präfix von T aus Leerzeichen nicht zählen. 


Weitere Varianten sind denkbar. Wir werden sie alle vollständig abhandeln und dabei sehen, dass die Grundstruktur des in 3.1 dargestellten Verfahrens nur minimal geändert werden muss.

Fall 1: Alignment zwischen einem Präfix von S und dem kompletten String T



Wir definieren sij als den Wert eines optimalen Alignments von String S[1..i] mit String T[1..j] und berechnen diese Werte genau wie in 3.1. Der Wert eines optimalen Alignments zwischen einem Präfix von S und dem kompletten String T ist gleich max{sin | 0 ( i ( m }; er kann als Maximum in der rechtesten Spalte der Berechnungsmatrix abgelesen werden.

Fall 2: Alignment zwischen dem kompletten String S und einem Präfix von T



Wir definieren sij als den Wert eines optimalen Alignments von String S[1..i] mit String T[1..j] und berechnen diese Werte genau wie in 3.1. Der Wert eines optimalen Alignments zwischen dem kompletten String S und einem Präfix von T ist gleich max{smj | 0 ( j ( n }; er kann als Maximum in der untersten Zeile der Berechnungsmatrix abgelesen werden.

Fall 3: Alignment zwischen einem Suffix von S und dem kompletten String T





Wir definieren sij als den Wert eines optimalen Alignments S*,T* zwischen einem Suffix von String S[1..i] und dem String T[1..j] (d.h. ein Leerzeichenpräfix von T* trägt zum Score 0 bei), in leicht angepasster Form wie folgt:


s00 = 0


si0  = 0 

(weil uns das leere Suffix von S[1..i] zur Verfügung steht)


s0j = 
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sij = max{ sij-1 + ((-,T(j)),  si-1j + ((S(i),-),  si-1j-1 + ((S(i),T(j)) }

Der Wert eines optimalen Alignments zwischen einem Suffix von S und dem kompletten String T ist gleich smn. 

Fall 4: Alignment zwischen dem kompletten String S und einem Suffix von T





Wir definieren sij als den Wert eines optimalen Alignments S*,T* von String S[1..i] mit einem Suffix von String T[1..j] (d.h. ein Leerzeichenpräfix von S* trägt zum Score den Wert 0 bei), in leicht angepasster Form wie folgt:


s00 = 0


si0 = 
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s0j = 0 


(weil uns das leere Suffix von T[1..j] zur Verfügung steht)


sij = max{ sij-1 + ((-,T(j)),  si-1j + ((S(i),-),  si-1j-1 + ((S(i),T(j)) }

Der Wert eines optimalen Alignments zwischen dem kompletten String S und einem Suffix von T ist gleich smn. 

Fall 5: Alignment zwischen einem Präfix von S und einem Suffix von T



Wir definieren sij als den Wert eines optimalen Alignments S*,T* von String S[1..i] mit einem Suffix von String T[1..j] (d.h. ein Leerzeichenpräfix von S* trägt zum Score den Wert 0 bei) in leicht angepasster Form wie folgt:


s00 = 0


si0 = 
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s0j = 0 


(weil uns das leere Suffix von T[1..j] zur Verfügung steht)


sij = max{ sij-1 + ((-,T(j)),  si-1j + ((S(i),-),  si-1j-1 + ((S(i),T(j)) }

Der Wert eines optimalen Alignments zwischen einem Präfix von S und einem Suffix von T

ist gleich max{sin | 0 ( i ( m }; er kann als Maximum in der rechtesten Spalte der modifizierten Berechnungsmatrix abgelesen werden.

Fall 6: Alignment zwischen einem Suffix von S und einem Präfix von T





Wir definieren sij als den Wert eines optimalen Alignments S*,T* zwischen einem Suffix von String S[1..i] und dem String T[1..j] (d.h. ein Leerzeichenpräfix von T* trägt zum Score 0 bei) in leicht angepasster Form wie folgt:


s00 = 0


si0  = 0 

(weil uns das leere Suffix von S[1..i] zur Verfügung steht)


s0j = 
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sij = max{ sij-1 + ((-,T(j)),  si-1j + ((S(i),-),  si-1j-1 + ((S(i),T(j)) }

Der Wert eines optimalen Alignments zwischen einem Suffix von S und einem Präfix von T

ist gleich max{smj | 0 ( j ( n }; er kann als Maximum in der untersten Zeile der modifizierten Berechnungsmatrix abgelesen werden.

Fall 7: Alignment zwischen einem Teilstring von S und dem kompletten String T





Wir definieren sij als den Wert eines optimalen Alignments S*,T* zwischen einem Suffix von String S[1..i] mit String T[1..j] (d.h. ein Leerzeichenpräfix von T* trägt zum Score den Wert 0 bei), in leicht angepasster Form wie folgt:


s00 = 0


si0  = 0 

(weil uns das leere Suffix von S[1..i] zur Verfügung steht)


s0j = 
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sij = max{ sij-1 + ((-,T(j)),  si-1j + ((S(i),-),  si-1j-1 + ((S(i),T(j)) }

Der Wert eines optimalen Alignments zwischen einem Teilstring von S und dem kompletten String T ist gleich max{sin | 0 ( i ( m }; er kann als Maximum in der rechtesten Spalte der modifizierten Berechnungsmatrix abgelesen werden.

Fall 8: Alignment zwischen dem kompletten String S und einem Teilstring von T





Wir definieren sij als den Wert eines optimalen Alignments S*,T* von String S[1..i] mit einem Suffix von String T[1..j] (d.h. ein Leerzeichenpräfix von S* trägt zum Score den Wert 0 bei) in leicht angepasster Form wie folgt:


s00 = 0


si0 = 
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s0j = 0 


(weil uns das leere Suffix von T[1..j] zur Verfügung steht)


sij = max{ sij-1 + ((-,T(j)),  si-1j + ((S(i),-),  si-1j-1 + ((S(i),T(j)) }

Der Wert eines optimalen Alignments zwischen dem kompletten String S und einem Teilstring von T ist gleich max{smj | 0 ( j ( n }; er kann als Maximum in der untersten Zeile der modifizierten Berechnungsmatrix abgelesen werden.

In der Übersicht noch einmal die Felder in „blau“, an denen eine Initialisierung mit Nullen stattfindet, und die Felder in „rot“, an denen via Maximumsbildung der Wert eines optimalen Alignments abgelesen wird:







3.3 Lokales Alignment

In Fortsetzung der Situationen 1 – 8 aus dem obigen Abschnitt kommen wir nun zur wichtigsten Form des Alignments, nämlich dem sog. lokalen Alignment eines Teilstrings von S mit einem Teilstring von T:



Wir legen wiederum eine normale Bewertungsfunktion ( zugrunde mit ((a,a) ( 0, ((a,b) ( 0 für a ( b, ((a,-) ( 0 und ((-,b) ( 0.

Ein naiver Ansatz, ein optimales lokales Alignment von S mit T zu bestimmen, würde alle O(m2) Teilstrings von S mit allen O(n2) Teilstrings von T kombinieren und jeweils mit dem Algorithmus aus 3.1 in O(nm) Schritten eine optimales gobales Alignment der beiden Teilstrings berechnen. Der Aufwand dieses Verfahrens wäre O(m3n3). 

Wir zeigen, wie es auch mit Aufwand O(mn) geht. Sei sij der Wert eines optimalen Alignments eines Suffixes von String S[1..i] mit einem Suffix von String T[1..j]. Diese Werte lassen sich wie folgt berechnen:


s00 = 0 


si0  = 0 



(benutze das leere Suffix von S[1..i])


s0j  = 0 



(benutze das leere Suffix von T[1..j]) 



sij   = max{ 0, sij-1 + ((-,T(j)),  si-1j + ((S(i),-),  si-1j-1 + ((S(i),T(j)) }

In der letzten Zeile ist 0 im Maximum neu. Hiermit wird die durch Wahl der leeren Suffixe realisierbare Vermeidung negativer Scores ausgedrückt. Da Teilstrings Suffixe von Präfixen sind, ist der Wert eines optimalen lokalen Alignments von S mit T gleich max{ sij | 0 ( i ( m, 0 ( j ( n }.



Ein optimales lokales Alignment lässt sich dann wie folgt bestimmen. Wähle a und b mit  max{ sij | 0 ( i ( m, 0 ( j ( n } = sab. Verfolge die trace-back-Pfeile in der Berechnungsmatrix zurück bis zum ersten Auftreten des Wertes 0 (beachte, dass es solange trace-back-Pfeile gibt, wie der Wert 0 noch nicht aufgetreten ist). Bei ersten Auftreten von 0 wird abgebrochen; man hat ein optimales lokales Alignment von Teilstrings von S und T aufgebaut; die zugrundeliegenden Teilstrings können ebenfalls abgelesen werden.

3.4 Gap Alignment

Eine Gap in einem Alignment S*, T* von S mit T ist ein Teilstring maximaler Länge in S oder in T, der nur aus Leerzeichen besteht. Ein Block in einem Alignment S*, T* von S mit T besteht entweder aus einer Position i, so dass weder S*(i) noch T*(i) das Leerzeichen ist (im folgenden kurz (a)-Block genannt), oder aus einem Intervall [i..j], so dass S*[i..j] ein Gap in S* ist (im folgenden kurz (b)-Block genannt) oder aus einem Intervall [i..j], so dass T*[i..j] ein Gap in T* ist (im folgenden kurz (c)-Block genannt). In einem Alignment S*, T* kann auf einen (b)-Block kein zweiter (b)-Block folgen; ebenso kann auf einen (c)-Block kein zweiter (c)-Block folgen; auf einen (a)-Block kann ein Block beliebigen Typs folgen:


          A  A   C   - - -   A  A T T C C G   A   C  T   A C

    A  C   T   A C C   T  - - - - - -   C   G  C   — -



Wir legen nun eine uniforme Bewertungsfunktion ( auf der Blockstruktur anstelle der Zeichenstruktur zugrunde mit 

((a,a) = m ( 0 , ((a,b) = d ( 0 für a ( b, 

((A,-k) = -s(k)(s ( 0 und ((-k,B) = -s(k)(s ( 0,

für Strings A bzw. B der Länge k, mit einer Funktion s: N ( N mit s(k) ( k, für alle k > 0. 

Die Idee ist dabei, dass es im Verlauf der Evolution des öfteren vorkommt, dass ein ganzer Block von k Zeichen gelöscht oder eingefügt wird und dass dieses wahrscheinlicher ist, als dass derselbe Block von k Leerzeichen durch einzelne InDels erzeugt wird. Anders gesagt wird ein Leerzeichenblock der Länge k geringer bestraft als k einzelne Leerzeichen.


Der Wert eines Alignments S*, T* von S mit T ist die Summe der Werte der Blockpaare in S*, T*.


Will man mit dieser Definition des Wertes eines Alignments mit dem Ansatz der dynamischen Programmierung ein optimales Alignment berechnen, so ergibt sich in der Rekursionsformel das Problem, dass diese nicht mehr additiv im letzten alignierten Zeichen ist. Man muss in Terminis von Blöcken denken, nicht in Terminis von Einzelzeichen. Das zweite Problem ist, dass (b)- und (c)-Blöcke, wie oben bereits festgestellt, nicht in beliebiger Reihenfolge auftreten können. Eine Lösung ergibt sich, wenn wir statt einer nun drei Matrizen von Werten berechnen:

  aij = optimaler Wert eines Alignments von S[1..j] mit T[1..j], das mit einem (a)-Block endet

  bij = optimaler Wert eines Alignments von S[1..j] mit T[1..j], das mit einem (b)-Block endet

  cij = optimaler Wert eines Alignments von S[1..j] mit T[1..j], das mit einem (c)-Block endet

Diese Werte können rekursiv wie folgt berechnet werden (die vorkommenden Zahlen -( entsprechen uninteressanten Fällen, die aus der Maximumsbildung wegen der Setzung als -( heraus fallen): Für i, j > 0 gilt:


a00 = 0

a0j = -(
ai0 = -(

b00 = -(
b0j = -s(j)(s
bi0 = -(

c00 = -(
c0j = -(
ci0 = -s(i)(s


aij = ((S(i),T(j)) + max{ ai-1j-1, bi-1j-1, ci-1j-1 }


bij = max( { ai(j-k) – s(k)(s | 1 ( k ( j } ( { ci(j-k) – s(k)(s | 1 ( k ( j } )


cij = max( { a(i-k)j – s(k)(s | 1 ( k ( i } ( { b(i-k)j – s(k)(s | 1 ( k ( i } )

Der Wert eines optimalen Alignments ist dann max{amn, bmn, cmn}.

Bemerkung: Links von einem (a)-Block kann alles liegen. Links von einem (b)-Block kann nach einer Anzahl k von Leerzeichen entweder ein (a)-Block oder ein (c)-Block liegen. Links von einem (c)-Block kann nach einer Anzahl k von Leerzeichen entweder ein (a)-Block oder ein (b)-Block liegen. Das folgende Diagramm illustriert die zweite der obigen Gleichungen:






In jedem Berechnungsschritt  der Berechnung der drei Tabellen greifen wir auf mehr als jeweils 3 Vorgängerwerte zu; um die 3 Werte aij, bij und cij zu berechnen, greifen wir auf 3 + 2j + 2i viele schon berechnete Werte zurück. Der Gesamtrechenaufwand zur Erstellung aller drei Tabellen ist somit
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Die kubische Laufzeit statt der bislang aufgetretenen quadratischen legt die Frage nahe, ob unter bestimmten Gap-Funktionen s(k) eine effizientere Lösung des Alignmentproblems möglich ist. Eine solche günstige Gap-Funktion kennen wir ja auch bereits: Die lineare Funktion s(k) = -ks entspricht dem in 3.1 betrachteten globalen Alignment und erlaubt eine Lösung mit quadratischer Laufzeit. Eine Laufzeit O(mn) erhält man für den etwas allgemeineren Fall einer affinen Gap-Funktion s(k) = -a –ks, mit Konstanten a und s. 

Referat: Wie löst man das Alignment-Problem für affine Gap-Funktionen in O(mn) Schritten?

3.5 Alignment ähnlicher Strings

Wenn man zwei Strings S und T hat, von denen man sicher weiß, dass sie nicht allzu sehr voneinander verschieden sind (evolutionäre Nähe kann beispielsweise einen Hinweis geben, dass höchstens k InDels oder Zeichenersetzungen erfolgt sind), so kann man die Effizienz von Verfahren, die ein optimales Alignment bestimmen, weiter verbessern.


Wir legen hier die Editierdistanz zugrunde, messen also den Unterschied zweier Zeichen: d(a,a) = 0, d(a,b) = 1 (für a ( b), d(a,-) = 1, d(-,b) = 1. Die Distanz eines Alignments S*, T* von String S mit T ist dann 
[image: image17.wmf]å

=

|

*

|

1

))

(

*

),

(

*

(

S

i

i

T

i

S

d

. Es sei dij der minimale Wert eines Alignments von S[1..i] mit T[1..j]. Ziel ist die Berechnung von dnm, wenn |S| = m und |T| = n gilt. Die Rekursionsformeln sind für i, j > 0:

d00 = 0



di0 = i



d0j = j

dij = min{ d(S(i),T(j)) + di-1j-1, 1 + di-1j, 1 + dij-1 }

Wir setzen in der folgenden Betrachtung der Einfachheit halber voraus, dass S und T Strings derselben Länge n sind. Die zur Berechnung des optimalen Alignments auszufüllende Matrix ist also eine quadratische Matrix; ein optimales Alignment entspricht einem trace-back-Pfad von Feld (n,n) zurück zu Feld (0,0). Bei diesem trace-back-Pfad müssen gleich viele horizontale wie vertikale Pfeile verwendet worden sein. Eine minimale Differenz könnte man erwarten, wenn sich das optimale Alignment durch einen trace-back-Pfad in der Nähe der Hauptdiagonalen der Matrix ergeben würde. Dies liefert die Motivation für folgendes Verfahren k-align, für eine feste Zahl k > 0:


Berechne lediglich die Koeffizienten der Matrix in der Hauptdiagonalen und jeweils 

den k Diagonalen über und unter der Hauptdiagonalen.

Dies geht mit der früheren Rekursionsformel soweit gut, 

als wir uns nicht auf den äußersten dieser 2k+1 vielen 

Diagonalen befinden.

An den Rändern sieht es anders aus:




Dieser um ein Feld reduzierte Rückgriff auf Vorgängerwerte ist beispielsweise dadurch realisierbar, dass die k+1-ten Diagonalen oberhalb und unterhalb der Hauptdiagonalen mit Werten ( initialisiert werden. Die mit dieser Initialisierung und der obigen Rekursionsformel dann berechenbaren weiteren Werte in den betrachteten 2k+1 Diagonalen seien Dij. Sie können in O(kn) Schritten (anstelle O(n2) beim früheren Verfahren) berechnet werden. Abgelesen wird dann der Wert Dnn. Allerdings ist nun Vorsicht geboten: Wegen der verwendeten Werte ( stimmt Dnn nicht unbedingt mit dem Wert dnn eines Alignments von S mit T mit minimaler Differenz überein. Es gilt aber der folgende Zusammenhang:

(1) Wenn es ein Alignment von S mit T mit dnn < 2k gibt, so liefert k-align unter Dnn      ebenfalls diesen Wert dnn zurück.

(2) Wenn es kein Alignment von S mit T mit dnn < 2k gibt, so liefert k-align unter Dnn einen Wert zurück, der größer oder gleich 2k ist.

Die Erklärung ist einfach. Im ersten Fall hat ein Alignment mit Differenz < 2k höchstens 2k InDels, sein trace-back-Pfad kann also nie die k-te Diagonale unterhalb und nie die k-te Diagonale oberhalb der Hauptdiagonalen erreichen (man beachte, dass es gleich viele horizontale wie vertikale Pfeile geben muss, da wir startend von Feld (n,n) das Diagonalfeld (0,0) erreichen müssen). Die kritischen Werte ( werden also nie verwendet. Im zweiten Fall ist dnn ( 2k. Da trivialerweise stets Dij ( dij gilt, liefert Dnn auch einen Wert ( 2k. Wir können also erkennen, dass die Editierdistanz zwischen S und T größer oder gleich 2k ist.


Hat man also eine Vorahnung, wie groß die Editierdistanz zwischen S und T sein könnte, so versucht man ein Alignment von S mit T mit dem Verfahren k-align mit wachsendem k zu berechnen, bis man zum ersten Mal einen Wert kleiner als 2k erzielt. Dabei ist es keine gute Idee, k jeweils nur um den Wert 1 wachsen zu lassen. Dies würde eine Laufzeit von O((k*)2n) nach sich ziehen, wenn k* der erste erfolgreiche Wert von k ist. Besser ist es, k sukzessive zu verdoppeln; dann ist der Aufwand gleich O(k*n + 1/2K*n + 1/4k*n + ...) = O(k*n).

3.6 Einige Anwendungen und „Erfolgsstories“ für Alignments

Eine typische Situation, in der Alignment ähnlicher Strings auftritt, ist beispielsweise die 1995 erfolgte komplette Sequenzierung (Shotgun-Verfahren ohne vorheriges Mapping) von Seiten mehrerer Arbeitsgruppen der 1.830.137 Basenpaare der DNA des Bakteriums Haemophilus influenzae Rd. Aufgrund von Sequenzierungsfehlern war bei den Resultaten (seien es Resultate verschiedener Gruppen oder Aktualisierungen alter Sequenzen) eine begrenzte und quantifizierbare (die Rede ist von 0,33 %) Zahl von Differenzen in den Sequenzen zu erwarten: Ein klassischer Fall für Alignment ähnlicher Sequenzen. Viele der 1.743 vermuteten Gene (genauer 1.007 davon) wurden dadurch identifiziert, dass die jeweilige DNA-Sequenz in die drei möglichen Readingframes via genetischem Code transformiert wurde, und diese Aminosäurensequenzen in der Datenbank Swiss-Prot auf Ähnlichkeit mit bekannten Proteinen untersucht wurde. 


Eine weitere Anwendung war der Aufbau einer nichtredundanten Datenbank von Bakterienproteinen (NRBP). In einer solchen Datenbank sollte es möglichst wenige Paare ähnlicher Proteine geben, so dass also das Hauptaugenmerk mehr auf dem Finden von Proteinprototypen als auf dem Anlegen einer Komplettsammlung lag. Die Identifikation weitgehend ähnlicher Sequenzen (die Rede ist von 97% Übereinstimmung) läuft wieder auf  das Alignment ähnlicher Sequenzen hinaus.


Seit 1970 bestand die Vermutung, dass die Infektion durch bestimmte Viren ursächlich beteiligt sein könnten an krebsartigem Geschehen, indem bestimmte Gene des Virus (oncogenes) bestimmte Proteine (growth factors) codieren, die in den infizierten Zellen unkontrolliertes Wachstum auslösen können. Eine Untermauerung dieser Hypothese erfolgte 1983, als in einem Retrovirus (Simian sarcoma virus) ein Oncogen v-sis sequenziert wurde, dessen Aminosäurensequenz (eines von drei möglichen Readingframes) eine gute Übereinstimmung mit einer Teilsequenz (also semiglobales oder lokales Alignment) eines bekannten Wachstumsproteins (platelet-derived growth factor) aufwies. 


Die Kombination von Labormethoden mit Datenbankalignment war erfolgreich bei dem Versuch, gewisse Hintergründe der Autoimmunkrankheit MS (Multiple Sklerose) aufzuklären. Bei MS wird die Myelinhülle von Nervenfasern im Gehirn durch die T-Zellen des eigenen Immunsystems attackiert. Spezifische solcher T-Zellen wurden identifiziert, die bestimmte Proteinsegmente auf der Myelinhülle erkennen. Die Vermutung war, dass das Immunsystem diese T-Zellen im Zug einer früheren Virus- oder Bakterieninfektion zur Abwehr eingedrungener Viren entwickelt hatte. Ein Vergleich der durch diese T-Zellen erkannten Proteinsegmente mit Proteinsegmenten von Viren und Bakterien in entsprechenden Proteindatenbanken ergab eine Ähnlichkeit (lokales Alignment) mit ca. 100 solcher Viren bzw. Bakterien. Die Frage, ob die betrachteten T-Zellen diese Viren bzw. Bakterien in der Tat attackieren, konnte danach durch Labormethoden überprüft und bestätigt werden.

Referat: Man stelle den Projektablauf eines typischen Datenbank-basierten molekularbiologischen Projektes dar. Welche Datenbanken werden verwendet; welche Tools gibt es; wo sind Schwierigkeiten? Man recherchiere weitere erfolgreiche Projekte? 

3.7 Multiples Alignment

“The Holy Grail”

“Pairwise alignment whispers… multiple alignment shouts out loud”

Wir werden diesen Abschnitt in Terminis von Distanzminimierung formulieren, da dann einige der vorkommenden Begriffe und Methoden (Beispielsweise die Dreiecksungleichung) in gewohnterer Art und Weise auf uns zukommen als es für Wertmaximierung der Fall wäre. Wir werden uns auf globales multiples Alignment beschränken. Bei der Behandlung lokaler multipler Alignments müssten wir dann allerdings wieder auf Wertmaximierung anstelle von Distanzminimierung ausweichen.

Definition   Eine Distanzfunktion ( ist eine reellwertige Funktion auf (( ( {-})2 mit folgenden Eigenschaften: 

(
((x,y) ( 0

(
((x,x) = 0

(
((x,y) = ((y,x)

für alle x,y ( ( ( {-}. Für Ti, Tj ( (( ( {-})* mit |Ti| = |Tj| sei 

(
(*(Ti, Tj) = 
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Für Si, Sj ( (* bezeichnen wir mit (opt(Si, Sj) den minimalen Wert (*(Ti, Tj) eines Alignments Ti, Tj von Si mit Sj.

Eine Distanzfunktion ( heißt eine Metrik, falls 

(
((x,y) > 0 für alle x ( y, und

(
((x,y) ( ((x,z) + ((z,y), für alle x,y,z ( ( ( {-} 

also die Dreiecksungleichung gilt.

Die Distanz ((x,x) = 0, ((x,y) = 1 (für x ( y) ist beispielsweise eine Metrik. Ist ( eine Metrik, so ist auch (* auf allen Strings der Länge n, für jedes feste n, eine Metrik. Frage: Ist auch (opt eine Metrik auf Strings (beliebiger Länge)?

Definition   Ein multiples Alignment von k > 2 Strings S1,…,Sk über dem Alphabet ( besteht aus k Strings T1,…,Tk derselben Länge n über dem Alphabet ( ( {-}, so dass folgendes gilt: Löscht man alle Vorkommen von – in Tm, so erhält man Sm (1 ( m ( k); ferner ist für alle i mit 1 ( i ( k ist {T1(i),…,Tk(i)} ( ( ( (. 


Die Betrachtung multipler Alignments ist keine bloße Verallgemeinerung des paarweisen Alignments. Das ist insbesondere daran zu erkennen, dass hinter den beiden Aufgabenstellungen unterschiedliche, um nicht zu sagen entgegengesetzte, Zielvorstellungen stehen. Bei paarweisem Alignment geht es in der Regel darum, ähnliche Strings zu Clustern zusammen zu fassen. Anders ausgedrückt, will man zu einer neuen Sequenz eine möglichst ähnliche finden, weil man annimmt, dass Stringähnlichkeit auch funktionelle Ähnlichkeit nach sich zieht. Die Umkehrung dieses Schlusses ist allerdings nicht zulässig. Es gibt jede Menge Fälle, in denen sehr unterschiedliche Strings trotz allem ähnliche Funktion aufweisen. Hier setzt nun multiples Alignment ein. Hat man k Strings, die trotz großer syntaktischer Unterschiede funktionsverwandt sind, so will man herausfinden, wo gemeinsame Kernbereiche hoher Ähnlichkeit sind. Diese Kernbereiche könnten die essentiellen Teile der Strings sein, diejenigen also, über die sich die Funktion definiert. So gesehen entspricht multiples Alignment eher einer Zielsetzung der Abstraktion oder Regelfindung oder Generalisierung oder Erklärung. Unter diesen Zielvorstellungen rangieren in der Literatur folgende Anwendungsszenarien als „big-picture biological uses for multiple string comparison“ (Zitat aus Gusfield (1997)): Die Repräsentation von Proteinfamilien; die Identifikation funktionsrelevanter und/oder evolutionär konservierter Merkmale von DNA-Komponenten; die Ableitung evolutionärer Historie aus DNA- oder Proteinsequenzen.

Im Gegensatz zu paarweisem Alignment ist bei gegebener Distanzfunktion nicht selbstverständlich, wie die Distanz eines multiplen Alignments zu messen ist. Allenfalls bieten sich mehrere Optionen an; die Wahl der richtigen hängt davon ab, was man mit einem multiplen Alignment ausdrücken will. Wir behandeln einige Möglichkeiten: Paarbewertung (sum-of-pairs function), Konsensbewertung (consensus function), Baumbewertung (tree function).

3.7.1 Sum-of-pairs-Alignment (SP-Alignment)

Definition   Sei ( eine Distanzfunktion auf (( ( {-})2. Die SP-Distanz (sum-of-pairs distance) (*(T1,…,Tk) eines multiplen Alignments T1,…,Tk von Strings S1,…,Sk über dem Alphabet ( bzgl. ( ist 

(*(T1,…,Tk) = 
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,

(

*

1

1

1

j

i

k

i

k

i

j

T

T

å

å

-

=

+

=

d

 = 
[image: image20.wmf]))

(

),

(

(

1

1

1

|

|

1

1

p

T

p

T

j

i

k

i

k

i

j

T

p

å

å

å

-

=

+

=

=

d


Mit (opt(S1,…,Sk) bezeichnen wir die minimale SP-Distanz eines multiplen Alignments T1,…,Tk von S1,…,Sk. 

Die SP-Distanz eines multiplen Alignments ist also die Summe der Distanzen der paarweisen Alignments. 

SP-ALIGNMENT (bzgl. einer Bewertungsfunktion ()
Eingabe: Strings S1,…,Sk
Ziel: Ein multiples Alignment von S1,…,Sk mit minimaler SP-Distanz.

Wir lösen das SP-ALIGNMENT-Problem exemplarisch für den Fall von drei Strings S1, S2, S3. Dazu definieren wir für 0 ( i ( |S1|, 0 ( j ( |S2| und 0 ( k ( |S3| die Größe sijk die minimale SP-Distanz eines Alignments von S1[1..i], S2[1..j], S3[1..k]. 

Diese Werte werden für i > 0, j > 0 und k > 0 wie folgt berechnet, wobei mit sij bzw. sik bzw. sjk die minimalen Distanzen von Alignments von S1[1..i] mit S2[1..j] bzw. S1[1..i] mit S3[1..k] bzw. S2[1..j] mit S3[1..k] bezeichnet werden.


s000 = 0


sij0 = sij + 
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si0k = sik + 
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s0jk = sjk + 
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sijk = min{ 

s(i-1)(j-1)(k-1) + ((S1(i),S2(j)) + ( (S1(i),S3(k)) + ((S2(j),S3(k)),




s(i-1)(j-1)k + ((S1(i),S2(j)) + ((S1(i),-) + ((S2(j),-),




s(i-1)j(k-1) + ((S1(i),-) + ((S1(i),S3(k)) + ((-,S3(k)),




si(j-1)(k-1) + ((-,S2(j)) + ((-,S3(k)) + ((S2(j),S3(k)),




s(i-1)jk + ((S1(i),-) + ((S1(i),-) + ((-,-),




si(j-1)k + ((-,S2(j)) + ((-,-) + ((S2(j),-),




sij(k-1) + ((-,-) + ((-,S3(k)) + ((-,S3(k))



}

Die sieben Terme im Maximum der letzten Gleichung entsprechen den sieben Fällen, wie die letzten 3 Zeichen eines multiplen Alignments aussehen können:




Satz   Der minimale Wert eines multiplen Alignments von Strings S1, S2, S3 der Länge m1, m2, m3 kann in O(m1(m2(m3) Schritten berechnet werden.

Der Begriff des trace-backs kann in naheliegender Weise verallgemeinert werden; man hat es allerdings nicht mehr mit Pfeilen in einem 2-dimensionalen, sondern in einem 3-dimensionalen Schema zu tun. Die Berechnung maximaler multipler Alignments ist sicherlich nicht mehr empfehlenswert für eine Papier-und-Bleistift-Rechnung; in einer Implementation wären Trace-Back-Pfeile eben einfach zu implementierende Zeiger auf vorige Felder. Die Verallgemeinerung auf multiples Alignment von k > 3 vielen Strings ist ebenso offensichtlich, wie es auch die bittere Erkenntnis ist, dass die Rechenzeit exponentiell in k wächst (ist die Länge von jedem der Strings S1,...,Sk gleich O(m), so ist die Rechenzeit unseres Verfahrens O(mk)).

Das exponentielle Skalieren mit der Anzahl der zu alignierenden Strings stellt die Frage nach der Komplexität des SP-Alignment-Problems. Die negative Antwort:

Satz   Das Problem SP-ALIGNMENT ist NP-vollständig.

Beweis: Siehe L. Wang and T. Jiang. On the complexity of multiple sequence alignment. Journal of Computational Biology, 1(4), pp. 337-348, 1994

Referat: L. Wang and T. Jiang. On the complexity of multiple sequence alignment. Journal of Computational Biology, 1(4), pp. 337-348, 1994

Wie in einer solchen Situation üblich (und in früheren Abschnitten auch bereits kennen gelernt) kann man nach effizienten heuristischen Verfahren oder nach effizienten approximativen Algorithmen fragen. Verfahren dieser Art alignieren Strings entlang bestimmter Bäume. Mit dem technischen Werkzeug, das dabei verwendet wird, befassen wir uns zunächst. 

Definition   Seien S1,…,Sk Strings und B ein Baum mit Knotenmenge  {S1,…,Sk}. Ein multiples Alignment T1,…,Tk von S1,…,Sk nennt man konsistent mit dem Baum B, falls (*(Ti,Tj) = (opt(Si,Sj) für je zwei in B verbundene Knoten Si und Sj gilt, d.h. wenn Ti, Tj, abgesehen von redundanten Paaren (-,-), ein optimales Alignment von Si mit Sj ist.

Der Baum B definiert also via seiner Kanten, zwischen welchen Paaren von Strings das multiple Alignment optimalen Wert haben muss. 

Satz   Für jede Folge von Strings S1,…,Sk und jeden Baum B mit  Knotenmenge {S1,…,Sk} kann man in effizienter Weise ein multiples Alignment von S1,…,Sk berechnen, welches konsistent mit B ist.

Beweis: Es werden multiple Alignments für Teilmengen von S1,…,Sk String für String iterativ aufgebaut, so dass nach jedem Schritt für alle in B verbundenen Knoten Si, Sj, die im bereits aufgebauten Alignment mit Strings Ti, Tj vertreten sind, (*(Ti,Tj) = (opt(Si, Sj) gilt.


Wir beginnen mit zwei beliebigen in B verbundenen Knoten Si und Sj und erzeugen ein Alignment Ti, Tj von Si mit Sj mit minimalem Wert. Die behauptete Aussage gilt tri-vialerweise. Haben wir bereits ein multiples Alignment für eine echte Teilmenge von S1,…,Sk mit der behaupteten Aussage ein Stück weit aufgebaut, so wählen wir einen String Snext in S1,…,Sk, der in der aktuellen Teilmenge nicht vorkommt, und einen String Sref, der im bereits aufgebauten Alignment mit String Tref bereits berücksichtigt wurde und in B mit Snext verbunden ist. Man denke dabei daran, dass ein Baum ein zusammenhängender Graph ist, es muss also solche Sref und Snext geben. Ferner ist Sref der einzige der bereits im Alignment berücksichtigten Strings, der im Baum B mit Snext verbunden ist, da ein Baum ein azyklischer Graph ist. (Diese letzte Bemerkung ist zwar trivial, aber der Kern der ganzen Konstruktion.) Wir bilden nun ein optimales Alignment Tref-help, Tnext von Sref mit Snext. Nun müssen wir dieses neue paarweise Alignment nur noch in das bislang aufgebaute multiple Alignment integrieren; dabei dient uns Tref und Tref-help als Schnittstelle. Das Problem ist, dass Tref und Tref-help zwar dieselben Zeichen aus ( und diese auch in derselben Reihenfolge beinhalten, die Leerzeichen jedoch anders eingestreut sein können (es kann ein String auch mehr Leerzeichen als der andere haben). Wir erläutern, wie die Leerzeichen von Tref und Tref-help zur Deckung gebracht werden an einem Beispiel: Bereits aufgebaut sei ein multiples Alignment T1, T2, Tref. Dabei sei Sref = GGTAACA mit Snext = TGCTG durch Tref-help, Tnext optimal aligniert worden:


(T1)

A – C - - G A T – T A

(T2)

- G C A – G T – C T –

(Tref) 

- G – G T A A – C – A 

(Tref-help) 
G – G T A A C – - A
(Tnext)

- T G - - - C T G –

Wir vergleichen Tref und Tref-help Zeichen für Zeichen von links nach rechts. Sei p die erste Position mit Tref(p) ( Tref-help(p). Gibt es keine solche Position, so können wir Tnext sofort schon unverändert zum Alignment hinzu fügen.

Falls Tref(p) = - und Tref-help(p) ( ( gilt, so fügen wir in Tref-help und Tnext an der Position p auch ein Leerzeichen ein und schieben die weiteren Zeichen eine Position nach rechts. 

(T1)

A – C - - G A T – T A

(T2)

- G C A – G T – C T –

(Tref) 

- G – G T A A – C – A 

(Tref-help) 
- G – G T A A C – - A
(Tnext)

-  - T G - - - C T G –

Dies passiert ein zweites Mal und ergibt:

(T1)

A – C - - G A T – T A

(T2)

- G C A – G T – C T –

(Tref) 

- G – G T A A – C – A 

(Tref-help) 
- G – G T A A - C – - A
(Tnext)

-  - T G - - - - C T G –

Falls Tref(p) ( (  und Tref-help(p) = - gilt, so fügen wir in allen Strings des multiplen Align-ments an Stelle p ein Leerzeichen ein und schieben die weiteren Zeichen eine Position nach rechts:

(T1)

A – C - - G A T – T - A

(T2)

- G C A – G T – C T - –

(Tref) 

- G – G T A A – C – - A 

(Tref-help) 
- G – G T A A - C – - A
(Tnext)

-  - T G - - - - C T G –

Sind am Ende Tref und Tref-help identisch, so wird Tref-help gelöscht. Das multiple Alignment ist um Tnext erweitert worden.

(T1)

A – C - - G A T – T - A

(T2)

- G C A – G T – C T - –

(Tref) 

- G – G T A A – C – - A 

(Tnext)

-  - T G - - - - C T G –

Wir werden nun im Falle einer Metrik einen effizienten Algorithmus beschreiben, der ein multiples Alignment von Strings S1,…,Sk berechnet, dessen Wert höchstens zweimal so groß wie der bestmögliche Wert eines multiplen Alignments von S1,…,Sk ist. Es handelt sich hierbei also wieder um einen approximativen Algorithmus; er hat die Approximationsgüte 2.

Definition   Für eine Liste von Strings S1,…,Sk über dem Alphabet ( nennen wir einen String Scenter ( {S1,…,Sk} ein Zentrum (center string) von S1,…,Sk, falls gilt:
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Mit einem center string Scenter stellen wir also denjenigen der Strings S1,…,Sk ins Zentrum eines sternförmigen Baumes Bcenter, der in der Metrik (opt insgesamt gesehen allen anderen möglichst nahe liegt.







Sei im folgenden T1,…,Tk ein optimales und C1,…,Ck ein mit Bcenter konsistentes multiples Alignment von S1,…,Sk. T1,…,Tk existiert, C1,…,Ck kann effizient erzeugt werden. Wir fassen einige der hiermit geltenden Relationen für den folgenden Beweis zusammen:

(1)
(opt(Si,Sj) ( (*(Ti,Tj) 
(2)
(opt(Si,Sj) ( (*(Ci,Cj) 

(3)
( opt(Scenter,Sj) = (*(Ccenter,Cj) 

(4)
(*(Ci,Cj) ( (*(Ccenter,Ci) + (*(Ccenter,Cj)


(5)
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(6)
 (*(T1,…,Tk) = 
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(7)
 (*(C1,…,Ck) = 
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Satz  Sei C1,…,Ck ein mit Bcenter konsistentes multiples Alignment von S1,…,Sk. Dann ist 
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, d.h. der Wert des mit Bcenter konsistenten multiplen Alignments ist höchstens doppelt so groß wie der Wert eines optimalen multiplen Alignments.

Beweis: Sei T1,...,Tk ein optimales multiples Alignment von S1,...,Sk. Dann folgt:
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(Symmetrie)

= 
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(siehe (3))
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Für k = 2 erhält man natürlich als Approximationsgüte die Zahl 2(k-1)/k = 1. Für k = 3 ergibt sich 2(k-1)/k = 4/3 = 1.333..., das berechnete multiple Alignment ist also höchstens um 1/3 schlechter als das optimale. Für k = 4 ergibt sich die Güte 3/2 = 1.5, für k = 6 die Güte 5/3 = 1.666.... Angesichts der Tatsache, dass die Laufzeit des exakten Algorithmus für k = 6 und beispielsweise Proteinstrings der Länge 200 die Größenordnung 2006 = 64.000.000.000.000 hätte, mag man vielleicht gerne eine 2/3-Verschlechterung hinnehmen.

3.7.2 Steiner-Strings

Definition   Sei S1,…,Sk eine Liste von Strings. Für einen String S (der kein Element von S1,…,Sk sein muss) definieren wir den Consensus Error von S bzgl. S1,…,Sk wie folgt:
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Ein Steiner-String für S1,…,Sk ist ein String SSteiner, der minimalen Consensus Error bzgl. S1,…,Sk hat. 

Bemerkung: Der im vorigen Abschnitt verwendete Center String zu einer Stringmenge {S1,…,Sk} war derjenige String Scenter in {S1,…,Sk} mit minimalem Consensus Error bzgl. S1,…,Sk.

Satz   Einen Steiner-String einer Menge von Strings zu finden ist NP-vollständig.

Approximativ ist das „Steiner-Problem“ für Stringmengen lösbar, und zwar mit Approximationsgüte 2. Wiederum bewährt sich der String Scenter. Entscheident ist wie im vorigen Abschnitt, dass bei einer Distanzfunktion die Dreiecksungleichung zur Verfügung steht.

Lemma: Sei {S1,…,Sk} eine Menge von Strings und SSteiner ein Steiner-String von {S1,…,Sk}. Dann gibt es einen String Si ( {S1,…,Sk}, so dass gilt:

errorconsens(Si|S1,…,Sk) ( 2(k-1)/k(errorconsens(SSteiner|S1,…,Sk), 

Beweis: Für jeden String Si ( {S1,…,Sk} gilt:
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Sei nun Si ( {S1,…,Sk} so, dass (opt(Si,SSteiner) minimal ist. Dann folgt:
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Beide Abschätzungen zusammen ergeben:
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Satz   
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Beweis: Sei Si ( {S1,…,Sk} gemäß obigem Lemma so gewählt, dass gilt:

errorconsens(Si|S1,…,Sk) ( 2(k-1)/k(errorconsens(SSteiner|S1,…,Sk).

Da errorconsens(Scenter|S1,…,Sk) ( errorconsens(Si|S1,…,Sk) nach Definition von Scenter gilt, folgt die Behauptung des Satzes aus beiden Abschätzungen zusammen.

3.7.3 Consensus-Strings

Definition   Sei T1,...,Tk ein multiples Alignment mit Strings der Länge n. Wir definieren den Consensus-String Tconsens von T1,...,Tk als den String der Länge n, so dass für p = 1,...,n jeweils die (Spalten-)Summe
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minimiert wird. Wir nennen Tconsens(p) das Consensus-Zeichen in Spalte p bzgl. des multiplen Alignments T1,...,Tk. Lassen wir alle Leerzeichen in Tconsens weg, so erhalten wir einen String, den wir mit Sconsens bezeichen. Der Alignmnent-Error  von T1,...,Tk ist definiert als
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Bemerkung: 

(1) 
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(2) Für die Distanzfunktion ( mit ((x,x) = 0 und ((x,y) = 1, für x (y, ist Tconsens(p) dasjenige Zeichen in ( ( {-}, welches im Alignment in Spalte p am häufigsten vorkommt (gibt es mehrere solcher Zeichen, so wird das erste in einer linearen Ordnung von ( ( {-} genommen).
Lemma: Mit den obigen Bezeichnungen gilt: 
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Beweis:
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Satz   Sei SSteiner ein Steiner-String von S1,…,Sk und BSteiner der sternförmige Baum mit Zentrum SSteiner und jeweils einer Kante von SSteiner zu S1,…,Sk. Sei T1, …, Tk, TSteiner ein optimales mit BSteiner konsistentes Alignment von S1, …, Sk, SSteiner. Dann ist T1, …, Tk ein multiples Alignment von S1,…,Sk mit minimalem Alignment-Error


[image: image53.wmf]).

,...,

|

(

)

,...,

(

1

1

k

Steiner

consens

k

align

S

S

S

error

T

T

error

=


Beweis: Mit den Bezeichnungen aus dem Lemma gilt 
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Als Consensus-String von T1,...,Tk können wir TSteiner verwenden, denn es gilt dann für jeden String T und String S, der aus T durch Streichen aller Leerzeichen entsteht:
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Durch die Wahl von TSteiner wird also die Doppelsumme 
[image: image56.wmf]å

å

=

=

k

j

j

Steiner

n

p

p

T

p

T

1

1

))

(

),

(

(

d

 minimiert. Da die Teilsummen 
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 unabhängig voneinander sind, werden durch die Wahl von TSteiner auch all diese Teilsummen einzeln minimiert. Sei nun R1, …, Rk ein beliebiges multiples Alignment von S1,…,Sk und Rconsens sein Consensus-String. Sei Sconsens der String, der aus Rconsens durch Streichen aller Leerzeichen entsteht. Dann gilt wie oben:
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Also ist T1,...,Tk ein multiples Alignment mit minimalem Alignment-Error. Ferner haben wir oben gezeigt:
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Nun zur umgekehrten Richtung.

Satz   Sei T1,...,Tk ein multiples Alignment von S1,…,Sk mit minimalem Alignment-Error. Sei Tconsens der Consensus-String von T1,...,Tk; Sconsens entstehe aus Tconsens durch Streichen aller Leerzeichen. Dann ist Sconsens ein Steiner-String von S1,…,Sk und es gilt:
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Beweis: Sei T1,...,Tk ein multiples Alignment von S1,…,Sk mit minimalem Alignment-Error erroralign(T1,...,Tk). Sei SSteiner irgend ein Steiner-String von S1,…,Sk. Zu SSteiner gibt es nach dem vorigen Satz ein multiples Alignment R1,...,Rk von S1,…,Sk mit minimalem Alignment-Error 
[image: image61.wmf]).
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Also ist unter Verwendung des obigen Lemmas:
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Da die Ungleichungskette mit demselben Wert startet und endet, gilt an allen Stellen sogar Gleichheit. Also ist Sconsens ebenfalls ein Steiner-String von S1,...,Sk.

Korollar   Sei Scenter ein Zentrum von S1,…,Sk und T1,…,Tk ein multiples Alignment von S1,…,Sk, welches mit Bcenter konsistent ist. Dann ist der SP-Wert von T1,…,Tk höchstens 2(k-1)/k mal so groß wie der minimale SP-Wert eines beliebigen multiplen Alignments von S1,…,Sk. Ebenso ist der Alignment- bzw. Consensus-Error von T1,…,Tk höchstens 2(k-1)/k mal so groß wie der minimale Alignment- bzw. Consensus-Error eines beliebigen multiplen Alignments von S1,…,Sk.

Beweis: Verwende den letzten Satz von Abschnitt 3.7.2 und das in 3.7.3 gesagte.

3.7.4 Tree Alignment

Es seien Strings S1,...,Sk gegeben, die Protein- oder DNA-Information bekannter Lebewesen spezifizieren. Ferner sei die Struktur eines Abstammungsbaumes bekannt, dessen Blätter mit S1,...,Sk beschriftet sind und dessen innere Knoten Vorfahren der S1,...,Sk repräsentieren. Man will an die inneren Knoten ebenfalls Strings schreiben, so dass die Summe gewisser evolutionärer Distanzen aller an Kanten des Baumes stehenden Stringpaare minimiert wird. Als evolutionäre Distanz von S und T bietet sich hierbei der Wert (opt(S,T) eines minimalen    Alignments von S mit S’ an.

Definition   Ein phylogenetischer Baum ( für Strings S1,...,Sk ist ein Baum mit einer Wurzel und genau k Blättern, die mit den Strings S1,...,Sk beschriftet sind (innere Knoten sind noch nicht beschriftet). Ein phylogenetisches Alignment von ( ist eine Beschriftung jedes inneren Knotens v von ( mit einem String Sv. Für ein phylogenetisches Alignment von ( definieren wir die Kosten einer Kante {u,v} als (opt(Sv,Su), die Kosten eines Pfades als die Summe der Kosten seiner Kanten und die Kosten als die Summe der Kosten aller Kanten.

PHYLOGENETIC TREE PROBLEM

Eingabe: Ein phylogenetischer Baum ( für S1,...,Sk
Ziel: Ein phylogenetisches Alignment von ( mit minimalen Kosten

Man verwechsle diese Problemstellung nicht mit der in 3.7.1 beschriebenen Aufgabe, ein optimales mit einem Baum konsistentes multiples Alignment zu konstruieren

Das Problem ist NP-vollständig, da es ja als Spezialfall das NP-vollständige Steiner-Problem enthält: Der phylogenetische Baum ist beim Steiner-Problem ein Stern. Es gibt allerdings wiederum effiziente approximative Lösungsverfahren für das PHYLOGENETIC TREE PROBLEM. Die Idee dabei orientiert sich an dem Begriff des Center-Strings (der aus der gegebenen Stringmenge stammt, anstelle eines Steiner-Strings, der aus dem exponentiell großen Raum aller Strings stammt), dass nämlich die Strings an den inneren Knoten eines phylogenetischen Baumes sich in bestimmter Weise aus den Strings an den Blättern rekrutieren.

Definition   Ein phylogenetisches Alignment zu einem phylogenetischen Baum ( heißt geliftet, falls jeder innere Knoten v von ( einen Sohn mit derselben Beschriftung wie v besitzt.

Beispiel eines gelifteten phylogenetischen Alignments; verschiedene Strings sind durch verschiedene Farben repräsentiert. Nur die Beschriftungen der Söhne eines inneren Knotens v stehen zur Auswahl für die Beschriftung von v. Also können nur die Beschriftungen an den Blättern verwendet werden, um innere Knoten zu beschriften. Die Beschriftung eines inneren Knotens kann in eindeutiger Weise bis zu einem Blatt rückverfolgt werden.












Man beachte im nachfolgenden Beweis, dass in einem gelifteten phylogenetischen Align-ment für jedes Blatt b mit Beschriftung Sb die Menge aller mit Sb beschrifteten Knoten einen eindeutigen Pfad ((b) bilden, der von b startend in Richtung der Wurzel des Baumes verläuft. Verschiedene solcher Pfade haben keine Knoten gemeinsam (trivialerweise, da Knoten in verschiedenen Pfaden ja unterschiedlich beschriftet sind). In obigem Bild sind die Pfade ((b) an gleicher Färbung der Knoten erkennbar.

Wir werden ein Verfahren beschreiben, wie man ein phylogenetisches Alignment für einen phylogenetischen Baum von S1,...,Sk in ein geliftetes phylogenetisches Alignment transformieren kann, ohne dabei die Kosten mehr als zu verdoppeln. Sei dazu ein phylogenetisches Alignment mit Kosten K und Knotenbeschriftungen Sv gegeben. Wir „liften“ die Knoten der Reihe nach auf der Basis einer topologischen Sortierung (d.h. wird Knoten v geliftet, so müssen alle seine Söhne bereits geliftet sein), indem wir die Beschriftung Sv eines Knotens v durch eine neue Beschriftung Tv ersetzen. Die Beschriftung an den Blättern ändern wir nicht, d.h für jedes Blatt v ist Tv = Sv. Sei v ein innerer Knoten, dessen Söhne alle bereits geliftet sind. Wir wählen unter den Söhnen von v einen solchen, etwa u, der den kleinsten Wert (opt(Tu,Sv) hat und setzen Tv = Tu. 

Satz   Der Wert des gelifteten phylogenetischen Alignments ist höchstens doppelt so groß wie Wert des gegebenen phylogenetischen Align-ments.

Beweis: Wir betrachten eine beliebige Kante {v,u} von (; es sei dabei u der Sohn von v.






Fall 1: Tv = Tu. Dann ist (opt(Tv,Tu) gleich 0 und trägt nichts zu den Kosten des gelifteten Alignments bei. 

Fall 2: Tv ( Tu. Dann folgt mit der Dreiecksungleichung (opt(Tv,Tu) ( (opt(Tv,Sv) + (opt(Sv,Tu).






Nach Wahl von Tv als derjenigen Beschriftung unter allen Beschriftungen von gelifteten Söhnen von v mit minimalem Wert (opt(Tv,Sv) ist (opt(Tv,Sv) ( (opt(Tu,Sv). Beide Abschätzungen zusammen ergeben (opt(Tu,Tv) ( 2((opt(Tu,Sv) = 2((opt(Sv,Tu). Nun betrachten wir den eindeutig bestimmten Pfad (u in ( von Knoten u zu einem Blatt b(u), dessen Knoten alle mit Tu beschriftet sind. 










Es sei (u = (u(0),u(1),...,u(k)), Tu = Sb(u),  u(0) = u und u(k) = b(u). Nochmalige iterierte Anwendung der Dreiecksungleichung ergibt:

 
(opt(Sv,Tu) 

= (opt(Sv,Sb(u)) 

( (opt(Sv,Su) + (opt(Su,Sb(u)) 

= (opt(Sv,Su) + (opt(Su(0),Su(k)) 

( (opt(Sv,Su) + (opt(Su(0),Su(1)) + (opt(Su(1),Su(2)) + … + (opt(Su(k-1),Su(k))

= (opt(Sv,Su) + Kosten des Pfades (u im gegebenen phylogenetischen Alignment

Da für Kanten {u,v} und {u’,v’} mit Tv ( Tu und Tv’ ( Tu’ die Pfade (u und (u’ keine gemeinsamen Knoten besitzen (in der Veranschaulichung des obigen Beispiels ausgedrückt: die Pfade (u und (u’ sind unterschiedlich gefärbt; dies wäre für die Fälle1 anders), ergeben sich durch Aufsummieren die Kosten des gelifteten Alignments als 
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sie sind also höchstens doppelt so groß wie die Kosten des gegebenen phylogenetischen   Alignments.

Den minimalen Wert eines gelifteten phylogenetischen Alignments eines phylogenetischen Baumes ( von S1,...,Sk kann man mittels dynamischer Programmierung berechnen. Für einen Knoten v von ( bezeichnen wir mit ((v) den Teilbaum von ( aller Nachkommen von v (inclusive v). Dazu definieren wir für jeden Knoten v in ( und jedes Blatt b im Teilbaum ((v) von ( die minimalen Kosten eines gelifteten phylogenetischen Alignments von ((v), an dessen Wurzel v der String Sb steht, und bezeichnen diese Größe mit K(v,Sb). Die Werte K(v,Sb) lassen sich wie folgt in einer topologischen Sortierung der Knoten v berechnen:


Für ein Blatt b ist 
[image: image64.wmf].
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Für einen inneren Knoten v mit Söhnen u1,...,um und Blatt b in ((v), von dem wir 

o.B.d.A. annehmen können, dass es ein Blatt von ((u1) ist, erhalten wir: 
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Der minimale Wert eines gelifteten phylogenetischen Alignments eines phylogenetischen Baumes ( von S1,...,Sk mit Wurzel u ergibt sich damit als das Minimum aller K(u,Sb), wobei b ein Blatt von ( ist. Ein optimales phylogenetisches Alignment würden wir einem trace-back-Pfad in gewohnter Weise entnehmen können. Die Laufzeit des Verfahrens ist polynomiell in der Größe der Anzahl der Knoten von ( und der Summe der Längen der S1,...,Sk. (Frage: Wie genau sieht das Polynom aus?)

Nach den behandelten exakten (aber ineffizienten) und den approximativen Lösungsverfahren behandeln wir noch einige heuristische Verfahren, die in der Praxis zum Einsatz kommen.

3.7.5 Iteratives paarweises Alignment
Seien Strings S1,...,Sk gegeben. Wir bauen durch paarweises Alignment sukzessive ein multiples Alignment auf. 

Sei T1,...,Tm ein bereits aufgebautes Alignment einer Teilmenge M von {S1,...,Sk} und R = {S1,...,Sk} - M. Solange R nicht leer ist, wählen wir Strings Tref ( {T1,...,Tm} und Rnext ( R mit minimalem Wert (opt(Sref,Rnext), wobei Sref der String ist, der aus Tref durch Streichen aller Leerzeichen entsteht. Dann bilden wir ein optimales Alignment Tref-help, Tnext von Sref mit Rnext und integrieren Tnext wie in Abschnitt 3.7.1 (Konstruktion eines mit einem Baum konsistenten multiplen Alignments) in T1,...,Tm; Rnext wird sodann aus R1,...,Rn entfernt. 

Dieses Greedy-Verfahren erzeugt ein multiples Alignment, welches mit einem Teilbaum B des vollständigen bewerteten Graphen mit Knotenmenge {S1,...,Sk} und Kantengewicht (opt(Si,Sj) der Kante {Si,Sj} konsistent ist. Der Baum B enthält alle Knoten S1,...,Sk (aber nicht alle Kanten), ist also ein sog. Spannbaum des bewerteten Graphen, der beispielsweise in der Reihenfolge S3, S8, S1, S4, S5, S7, S6, S2 wie folgt zustande gekommen sein könnte:

 








Der Greedy-Algorithmus erzeugt einen minimalen Spannbaum, in dem die Summe der Kantenkosten minimal ist (siehe hierzu Anhang M.3)

3.7.6 Profil-Alignment

Haben wir ein Alignment T1,...,Tm einer Menge von Strings {S1,...,Sk} bereits aufgebaut, so können wir einen weiteren String S ( {S1,...,Sk} bislang auf die beiden folgenden Weisen in das Alignment integrieren: 

(1) Man baue von Grund auf ein neues multiples Alignment aller S,S1,...,Sk auf. 

(2) Man aligniere S optimal mit einem Referenzstring Sref und integriere das paarweise Alignment in das Alignment T1,...,Tm wie in 3.7.5 bzw. 3.7.1 beschrieben. 

Zwischen diesen beiden Extremen gibt es einen Mittelweg, der aus allen Strings im bislang erzeugten multiplen Alignment ein statistisches Charakteristikum bestimmt und den neuen String gegen dieses aligniert.

Definition   Sei T1,...,Tm ein multiples Alignment mit Strings der Länge n. Für jedes Zeichen x in ( ( {-} und jede Spalte p = 1,...,n sei f(x,p) die relative Häufigkeit (Frequenz) von x in Spalte p in den Zeilen des Alignments T1,...,Tm, also:
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Die Funktion f heißt das Profil des multiplen Alignments T1,...,Tm. Für spätere Zwecke definieren wir f(x,p) auch noch für den Fall einer „Leerspalte“ wie folgt: f(-,-) = 1 und f(a,-) = 0, für a ( (.

Beispiel: Das multiple Alignment



A 
A 
– 
T 
C 
– 
C 

- 
C 
C 
C 
T 
G 
– 

- 
G 
- 
- 
- 
G 
– 

- 
C 
G 
T 
T 
A 
T 

hat das folgende Profil :



 1
2
3
4
5
6
7
-


A
¼
¼
0
0
0
¼
0
0


C
0
½
¼
¼
¼
0
¼
0


G
0
¼
¼
0
0
½
0
0


T
0
0
0
½
½
0
¼
0


-
¾
0
½
¼
¼
¼
½
1

Definition   Sei f : (( ( {-}) ( {1,2,…,n,-} ( [0,1] ein Profil und S ein String der Länge m. Ein Profil-Alignment von f mit S ist ein       Alignment F, T des Strings 12...n (bestehend aus den n Positionen 1, 2, ..., n als Zeichen) mit S. Beachte, dass sowohl F wie T Leerzeichen enthalten können. Die Profil-Distanz von F und T bzgl. f wird wie folgt definiert:
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Bemerkung: Für F(j) = - erhalten wir
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In Fortsetzung des obigen Beispiels betrachten wir das folgende Profil-Alignment:


F
1 2 – 3 - - 4 5 6 – 7 


T
A - T T C G – T A G –

Mit der Editierdistanz ((x,x) = 0 und ((x,y) = 1, für x ( y, ergibt sich (f(F,T) =  ¾ + (¼ + ½ + ¼) + 1 + (¼ + ¼ + ½) + 1 + 1 + (¼ + ½) + (¼ + ¼) + (½ + ¼) + 1 + (¼ + ¼) = 9¼. 

Sei nun f : (( ( {-}) ( {1,2,…,n,-} ( [0,1] ein Profil und S ein String der Länge m. Um den optimalen Wert eines Profil-Alignments F, T von f mit S zu berechnen, definieren wir für 0 ( i ( n und 0 ( j ( m den Wert V(i,j) als die minimale Profil-Distanz von 12...i mit S[1..j]. Diese Werte berechnen wir mittels dynamischer Programmierung für i, j > 0 wie folgt:
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(b) 
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(c) 
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 ist der gesuchte optimale Wert. Mit Trace-back-Pfaden kann man auch noch ein optimales Alignment selbst bestimmen. Der Aufwand ist O(n(|S|(|(|).

Auf der Basis des Profil-Alignments drängt sich das folgende Verfahren der iterativen Verbesserung auf: Man beginne mit einem multiplen Alignment T1,...,Tk von S1,...,Sk und berechne sein Profil f. Dann bilde man ein optimales Profil-Alignment von F = 12...n mit S1, erweitere dies durch Hinzufügen von Leerzeichen um ein optimales Profil-Alignment von F mit S2 (wie bei der Konstruktion eines multiplen Alignments, das mit einem Baum, hier Stern, konsistent ist), etc. Wir erhalten ein neues multiples Alignment T’1,...,T’k von S1,...,Sk, das möglicherweise bessere Eigenschaften als das erste solche hat. Diesen Prozess kann man nun mehrfach wiederholen. Die Frage stellt sich allerdings, ob sich von Schritt zu Schritt dabei irgend etwas verbessert und, wenn ja, was sich verbessert. 

Wir werden dieser Frage in einem etwas allgemeineren Rahmen nachgehen, nämlich im Rahmen der sog. Hidden-Markov-Modelle (HMM). Diese Verallgemeinerung bietet sich an, weil sich HMM’s auch noch in weiteren Kontexten als hilfreicher Ansatz erweisen werden. Außerdem ist der HMM-Ansatz nicht ganz so singulär und vom Himmel fallend wie es vielleicht der obige Ansatz der iterativen Verbesserung des Profils eines multiplen Align-ments ist. Die grundlegenden begrifflichen Festlegungen und Zusammenhänge werden in Anhang M.4 vorgestellt.

3.7.7 Motiv-Alignment und Clustering

Es seien Strings S1,...,Sk zu alignieren. Wir bestimmen zunächst ein Wort M, das in möglichst vielen (oder allen) der Strings S1,...,Sk als Teilwort (oder zumindest ungefähr als Teilwort) vorkommt. Hierbei ist die Verwendung von Suffixbäumen wieder sehr hilfreich. 

Ein solches Wort M heißt dann auch ein Motiv. Hilfreich bei der Suche nach guten Motiven ist die folgende Tatsache: Kommt M in vielen der Strings S1,...,Sk als Teilwort vor und teilen wir M auf in zwei etwa gleich lange Teilwörter, so kommen auch diese beiden in vielen Strings vor. Wir könnten also mit der Suche nach kurzen, häufigen Motiven beginnen und dann via Verkettung solcher prüfen, ob die erhaltenen längeren Strings ebenfalls noch häufig vorkommen.


Haben wir ein gutes Motiv gefunden und nehmen wir dabei der Einfachheit halber an, dass es in jedem der Strings S1,...,Sk als Teilwort vorkommt und zwar jeweils an genau einer Stelle, so zerlegen wir Si in AiMBi, für i = 1,...,k, und alignieren die Präfixe A1,...,Ak und ebenso die Suffixe B1,...,Bk separat.




Gibt es kein einzelnes gutes Motiv für alle S1,...,Sk, so könnte man daran denken, {S1,...,Sk} in disjunkte Cluster zu zerlegen, so dass jedes Cluster ein gutes Motiv besitzt. Dann könnte man in jedem Cluster nach der obigen Zerlegungsmethode verfahren und müsste sich am Ende nur noch überlegen, wie man die alignierten Cluster zu einem Gesamtalignment zusammenfügt. Zum Einsatz könnten dabei unterschiedlichste Clusteringmethoden kommen, insbesondere auch solche, die mit Methoden neuronaler Netze arbeiten.

3.7.8 HMM-Alignment

Aus einem unbekannten String der Länge n seien im Verlauf der Evolution durch Austauschen, Löschen und Einfügen von Zeichen Strings S1,...,Sk entstanden. Betrachten wir S1. Wir würden gerne in einer Art Entstehungsprotokoll von jedem Zeichen von S1 der Reihe nach wissen, aus welchem Zeichen des unbekannten Herkunftstrings es hervorgegangen ist („match“) bzw. ob es durch Einfügen an einer bestimmten Stelle („insert“) entstanden ist; ferner würden wir gerne wissen, welche der Zeichen des Herkunftstrings gelöscht wurden („delete“). Dieses Entstehungsprotokoll kann durch eine Folge W1 = q0q1...qs von sog. Match-, Delete- und Insertzuständen qi ( {m1, ...,mn} ( {d1, ...,dn} ( {i0,i1, ...,in} codiert werden. Die Folge W1 definiert dann einen String T1 der Länge s, der ein Alignment von S1 an den unbekannten Herkunftsstring darstellt. Die Zustände in W1 sind dabei wie folgt zu interpretieren:

	qi =
	Interpretation

	mk
	T1(i) entsteht durch Kopieren/Ersetzen an der k-ten Position

	dk
	Leerzeichen T1(i) entsteht durch Löschen an der k-ten Position

	ik
	T1(i) entsteht durch Einfügen ab der k-ten Position


Damit diese Interpretation Sinn macht, kann die Reihenfolge der Zustände in q0q1...qs nicht beliebig sein: 

Bedingung 1: In q0q1...qs gibt es genau n Match- oder Deletezustände.

Bedingung 2: In q0q1...qs  gibt es genau |S1| viele Match- oder Insertzustände.

Bedingung 3: Auf ik kann entweder ik (mehrfache Inserts vor demselben S(k) sind 

möglich) oder mk+1 oder dk+1 folgen; auf mk kann entweder ik oder mk+1 

oder dk+1 folgen; auf dk kann entweder ik oder mk+1 oder dk+1 folgen. 

Bis auf die Insertzustände, die „eine Weile auf der Stelle treten können“, schreitet das Herkunftsprotokoll also von Position 1 zu Position n weiter. 

Die folgenden Probleme beziehen sich stets auf das Hidden-Markov-Modell mit Zustandsmenge Q = {m1, ...,mn} ( {d1, ...,dn} ( {i0,i1, ...,in}.

FROM STATE STRINGS TO ALIGNMENT

Eingabe: 

Strings S1,...,Sk
 
Zustandsfolgen W1,...,Wk mit den drei obigen Bedingungen

Ziel: 

Erstelle aus W1,...,Wk ein multiples Alignment von S1,...,Sk gemäß 

der oben gegebenen Interpretation.

Als konkretes Beispiel betrachten wir n = 7, S1 = ACCTGATCG, S2 = CTGG und S3 = ACCTTTGAT. Betrachten wir die Folge W1 = i0 m1 m2 d3 i3 i3 i3 d4 m5 m6 d7 i7. Diese würde das folgende Alignment an den unbekannten String der Länge 7 definieren:


-  1  2  3  -  -  -  4  5  6  7  -
W1
i0 m1 m2 d3 i3 i3 i3 d4 m5 m6 d7 i7

S1
A  C  C  -  T  G  A  -  T  C  -  G

Betrachten wir entsprechend S2. Sei W2 = d1 d2 d3 d4 m5 m6 m7 i7. Das bestehende Alignment wird wie folgt erweitert:


-  1  2  3  -  -  -  4  5  6  7  -
W1
i0 m1 m2 d3 i3 i3 i3 d4 m5 m6 d7 i7

W2
           d1 d2 d3          d4 m5 m6 m7 i7 
S1
A  C  C  -  T  G  A  -  T  C  -  G

S2
-       -  -  -  -  -  -  -  C  T  G  G
Schließlich sei W3 = m1 i1 i1 m2 d3 d4 m5 m6 m7 i7 i7. Dies ergibt:


-  1  -  -  2  3  -  -  -  4  5  6  7  -  -
W1
i0 m1       m2 d3 i3 i3 i3 d4 m5 m6 d7 i7

W2
           d1       d2 d3          d4 m5 m6 m7 i7 

W3
   m1 i1 i1 m2 d3          d4 m5 m6 m7 i7 i7 
S1
A  C  -  -  C  -  T  G  A  -  T  C  -  G  -

S2
-     -  -  -  -  -  -  -  -  -  C  T  G  G  -
S3
-  A  C  C  T  -  -  -  -  -  T  T  G  A  T
Lassen wir Spalten, die nur Leerzeichen enthalten, weg, so ergibt sich das folgende multiple Alignment von S1, S2, S3:

S1
A  C  -  -  C  T  G  A  T  C  -  G  -

S2
-       -  -  -  -  -  -  -  C  T  G  G  -
S3
-  A  C  C  T  -  -  -  T  T  G  A  T
Wie kommen die verwendeten Entstehungsprotokolle zustande? Wir müssen uns zur Beantwortung dieser Frage mit der Theorie der Hidden-Markov-Modelle beschäftigen. Die Grundzüge sind in Anhang M.4 beschrieben. Der Leser möge sich zunächst einmal diesen Abschnitt ansehen.
Wir betrachten nun das Hidden-Markov-Modell MA(n), welches folgende Zustände besitzt: 


Startzustand

q0
Endzustand

qn+1
Matchzustände
m1, ...,mn
Insertzustände

i0, i1, ..., in
Deletezustände
d1, ...,dn. 

Übergangswahrscheinlichkeiten ungleich 0 gibt es nur zwischen folgenden Zuständen:


Eine kleine Modifikation gegenüber dem in Anhang M.4 beschriebenen Modell tritt hier nun auf: Emissionen von Zeichen gibt es nur durch Match- und Insertzustände; delete-Zustände emittieren keine Zeichen. Dies zieht einige Anpassungen der Formeln in Anhang M.4 nach sich, die aber „straight-forward“ ist. Ferner sollte der Leser sich nicht an dem Endzustand qn+1 stören; auch dieser bewirkt keine gravierenden Modifikationen der Begriffe.

Die mit Hidden-Markov-Modellen zu lösende Aufgabe lautet nun:

HMM TRAINING AND GENERALIZATION

Eingabe: Multiples Alignment T1,…,Tk von Strings S1,...,Sk (als Trainingsmenge) und weitere Strings Sk+1,...,Sk+m.

Ziel: Eine Erweiterung des multiplen Alignments T1,…,Tk zu einem multiplen Alignment von S1,...,Sk,Sk+1,...,Sk+m.

Wir beginnen mit der Situation, dass ein bzgl. T1,…,Tk „möglichst plausibles“ HMM bereits vorliegt.

ALIGNMENT TO GIVEN MODEL MA(n)

Eingabe: 

Hidden-Markov-Modell MA(n)

String S

Ziel: Berechne den wahrscheinlichsten Alignment-String T für S.

Man bestimmt hierzu mit dem Viterbi-Algorithmus die wahrscheinlichste Zustandsfolge W zu S bzgl. MA(n) und setzt diese wie oben beschrieben in einen Alignment-String T um.

Es stellt sich nun die Frage, wie bei gegebenem multiplen Alignment T1,…,Tk von Strings S1,...,Sk das verwendete Hidden-Markov-Modell MA(n) gewählt wird. Eine erste Denkmöglichkeit wäre, die Likelihood L(MA(n) | S1,...,Sk) mit dem Baum-Welch-Algorith-mus zu maximieren. Dieses Vorgehen ist offensichtlich nur begrenzt sinnvoll, da an keiner Stelle des Verfahrens von einer Distanz- oder Scoringfunktion die Rede ist. Was für ein   Alignment also produziert der Ansatz dann? Sinnvoller wäre es, wenn man das Modell MA(n) nicht auf die Folge alignierter Strings S1,...,Sk trainieren würde, sondern auf das gegebene Alignment T1,...,Tk selbst, in welchem ja implizit eine Scoringfunktion repräsentiert ist. 

Wenn wir das Zustandekommen des Alignments T1,...,Tk in Form unserer Herkunftsprotokolle W1,...,Wk zur Verfügung hätten, könnten wir wie oben Zustandsübergangs- und Emissionswahrscheinlichkeiten als die entsprechenden empirischen Wahrscheinlichkeiten in den Folgen W1,...,Wk festlegen. Es taucht nun aber das Problem auf, dass man bei unbekannten Ursprungsstring S mit einem multiplen Alignment T1,...,Tk noch nicht die volle Information zur Verfügung hat, die in Herkunftsprotokollen W1,...,Wk enthalten ist. So kann beispielsweise das multiple Alignment CT-, -TG durch die Protokolle i0m1d2 und m1m2 erhalten werden, aber auch durch die Protokolle m1i1d2 und d1i1m2: 
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Das Problem ist offenbar, dass man bei jeder Spalte die Wahlmöglichkeit hat zu sagen, dass die Zeichen in ihr entweder durch Match/Delete-Operationen an einer bestimmten Position des unbekannten Herkunftsstrings hervorgegangen sind oder dass sie durch Insertoperationen entstanden sind. Kommen in einer Spalte mehr Leerzeichen als reale Zeichen vor, so ist es wahrscheinlicher, dass diese Spalte durch Insertoperationen entstanden ist (wenn wir einmal unterstellen, dass im Verlauf der Evolution mit gleicher Wahrscheinlichkeit gelöscht, ersetzt und eingefügt wird). Mit dieser Strategie können wir Herkunftsprotokolle W1,...,Wk eindeutig festlegen. Wir tun dies an einem Beispiel. Das betrachtete multiple Alignment sei:

· G  A  -  -  -  A  A  -  T

· -  T  C  -  -  T  T  -  G

· C  -  C  -  G  T  -  G  G

· -  A  -  -  C  A  G  -  T

T  -  A  C  T  -  A  G  G  G

· -  C  T  -  T  -  G  -  G

· -  A  C  G  -  A  -  -  -

Wir entscheiden uns für folgende Bewertung der 10 Spalten (i = Insertspalte, md = Match/Delete-Spalte):



i  i  md md i  i  md md i  md

· G  A  -  -  -  A  A  -  T

· -  T  C  -  -  T  T  -  G

· C  -  C  -  G  T  -  G  G

· -  A  -  -  C  A  G  -  T

T  -  A  C  T  -  A  G  G  G

· -  C  T  -  T  -  G  -  G

· -  A  C  G  -  A  -  -  -

Der unbekannte Herkunftsstring hat also 5 Zeichen an den folgenden Positionen :

      1  2        3  4     5

· G  A  -  -  -  A  A  -  T

· -  T  C  -  -  T  T  -  G

· C  -  C  -  G  T  -  G  G

· -  A  -  -  C  A  G  -  T

T  -  A  C  T  -  A  G  G  G

· -  C  T  -  T  -  G  -  G

· -  A  C  G  -  A  -  -  -

Die folgenden Zustandsfolgen sind die korrekten Entstehungsprotokolle bezüglich dieser 5 Positionen :

      1  2        3  4     5

   i0 m1 d2       m3 m4    m5

           m1 m2       m3 m4    m5

   i0 d1 m2    i2 m3 d4 i4 m5

      m1 d2    i2 m3 m4    m5

i0    m1 m2 i2    m3 m4 i4 m5

      m1 m2    i2 d3 m4    m5

      m1 m2 i2    m3 d4    d5

Daraus würden wir die folgenden empirischen Übergangswahrscheinlichkeiten bestimmen (exemplarisch):


pM(m1,m2) = 4/6  
pM(m1,d2) = 2/6  
pM(m2,m3) = 1/5
pM(m2,i2) = 4/5

Die empirischen Emissionswahrscheinlichkeiten sind (auszugsweise, nur die vorkommenden Zustände sind aufgeführt):

	
	i0
	m1
	m2
	i2
	m3
	m4
	i4
	m5

	A
	0
	4/6
	0
	0
	4/6
	1/5
	0
	0

	C
	1/3
	1/6
	4/5
	1/5
	0
	0
	0
	0

	G
	1/3
	0
	0
	2/5
	0
	3/5
	2/2
	4/6

	T
	1/3
	1/6
	1/5
	2/5
	2/6
	1/5
	0
	2/6


Diese Tabelle entspricht bis auf das nicht berücksichtigte Leerzeichen dem in Abschnitt 3.7.6 eingeführten Profil eines Alignments. Das Einfügen von Leerzeichen wird bei Hidden-Markov-Modellen mittels der Deletezustände anstelle der Auftrittswahrscheinlichkeit für - modelliert.


Zusammenfassend können wir festhalten: Wir legen für jede Spalte des multiplen Alignments auf der Basis einer Mehrheitsentscheidung bzgl. der Anzahl der Leerzeichen fest, ob sie eine Match/Delete- oder eine Insertspalte ist. Mit dieser Festlegung, die auch eine Fixierung der Modellgröße n beinhaltet, erzeugen wir aus dem Alignment T1,…,Tk in eindeutiger Weise die Entstehungsprotokolle W1,…,Wk, aus denen wir dann mittels empirischer Wahrscheinlichkeiten die Zustandsübergangs- und Emissionswahrscheinlichkeiten des Hidden-Markov-Modells MA(n) bestimmen. Die Likelihood von MA(n) bzgl. S1,…,Sk kann iterativ mit dem Baum-Welch-Algorithmus noch verbessert werden. Schließlich erweitern wir das Alignment auf die weiteren Strings Sk+1,...,Sk+m, indem wir diese der Reihe nach an das gewählte Modell wie oben beschrieben alignieren. Zwischendurch kann immer wieder eine Modellverbesserung durchgeführt werden.

HMM-Projekt

Man implementiere Hidden-Markov-Modelle und bestimme mit diesen multiple Alignments für ausgewählte Stringfolgen. Kommen plausible Alignments zustande? 

-7





- - - - - - - - - - -





- - - - - - - - - - -





- - - - - - - - - - -





-6





-4





-2





0











0





- - - - - - - - - - -





- - - - - - - - - - -





- - - - - - - - - - -





C





G





A











0





1





2





3





- - - - - - - - - - -





- - - - - - - - - - -





- - - - - - - - - - -





-6





-3





-4





-4





-3





-3





-4





-5





-5





-4





-5





-2





-7





-5





-3





-5





-5





-7





-9





-11





-6





-4





-8





-4





-3





-2





-2





-1





-2





-3





-6





-4





-5





-6





-4





-9





-2





-7





-5





-1





-3





-1





-10





-8





-6





-12





-4





-2





-14





-12





-10





-8





-6





-4





-2





0





T





3





5





1





A





T





4





G





6





C





A





0





7











A





T





C





T





G





A





0





2





T





1





2





3





4





5





6











-5





- - - - - - - - - - -





-3





-1





+1





1





A





-2





0





G





A





-2





0





-1





2





A





-4





-1





3











C





-2





-3





3





A





-6





2





1





0





-1





-4





-5





4





C





-8





3





-5





-3





-4





A





-6





-3





-4





-7





A





2





-1





+1





-1





-3





4





C





-2











0





-6





-4





-2





1





-5





-8





A





- - - - - - - - - - -





- - - - - - - - - - -





(a)-Blöcke





(b)-Block





(c)-Block











-











T(j-k+1)





-





T(j)





S(i)











(b)-Block der Länge k





Hier endet entweder ein (a)-Block oder 


ein (c)-Block








min








min








min





S1(i)





S2(j)





S3(k)





S1(i)





S1(i)





-





S1(i)





-





-





S2(j)





-





S2(j)





-





S2(j)





-





-





S3(k)





S3(k)





-





-





S3(k)





3





2





1





5





4





6





7





8























Scenter





























im gegebenen Alignment	                  im gelifteten Alignment





Tv





Tu





v





Sv





v





v





u





Tu





u





Tu





Su





u





  Fall 1: Tv = Tu                Fall 2: Tv ( Tu





Tv





Sv





Tu





Su





v





Sv





u





Tu





(u





Tu = Sb(u)





b(u)





S3





S4





S1





S8





S2





S7





S5





S6





B1





M





A1





A2





M





B2





Bk





M





Ak





 dk





d2





d1





 ik





 i2





 i0





 i1





  qn+1





q0





mn





m2





m1








_1069236465.unknown

_1069565869.unknown

_1069650186.unknown

_1070102621.unknown

_1070187806.unknown

_1070356766.unknown

_1070356788.unknown

_1070187835.unknown

_1070187895.unknown

_1070187928.unknown

_1070187821.unknown

_1070187658.unknown

_1070187692.unknown

_1070187734.unknown

_1070187487.unknown

_1069650621.unknown

_1070093605.unknown

_1070101804.unknown

_1070101889.unknown

_1069826250.unknown

_1069650488.unknown

_1069650534.unknown

_1069650200.unknown

_1069649616.unknown

_1069649849.unknown

_1069649884.unknown

_1069649835.unknown

_1069578601.unknown

_1069649351.unknown

_1069649362.unknown

_1069583654.unknown

_1069583864.unknown

_1069575937.unknown

_1069578162.unknown

_1069566049.unknown

_1069237827.unknown

_1069563636.unknown

_1069564419.unknown

_1069564877.unknown

_1069563757.unknown

_1069486343.unknown

_1069496277.unknown

_1069563579.unknown

_1069486372.unknown

_1069486613.unknown

_1069483268.unknown

_1069485097.unknown

_1069237841.unknown

_1069237544.unknown

_1069237732.unknown

_1069237762.unknown

_1069237684.unknown

_1069236664.unknown

_1069236682.unknown

_1069236479.unknown

_1068889922.unknown

_1068892873.unknown

_1069154581.unknown

_1069228469.unknown

_1069231833.unknown

_1069228509.unknown

_1069219800.unknown

_1068964862.unknown

_1068892206.unknown

_1068892227.unknown

_1068890230.unknown

_1068892180.unknown

_1068890101.unknown

_1068446502.unknown

_1068889648.unknown

_1068889793.unknown

_1068889592.unknown

_1068364850.unknown

