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Anhang B (Biologie)

B.1 Desoxyribonukleinsäure DNA
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Da somit die Abfolge der Basen in einem Strang aus der Abfolge im anderen hervorgeht, kann man DNA von einem abstraktesten Standpunkt als String über dem Alphabet {A,C,G,T} betrachten. Da die beiden Enden eines Stranges unterschiedliche chemische Struktur haben, es gibt ein 5’-Ende und ein 3’-Ende, schreibt man diesen String stets in einer bestimmten Richtung, nämlich vom 5’-Ende zum 3’-Ende.

5’ CTGACTTAGCG 3’

Der zugehörige Doppelstrang wäre dann:


5’ CTGACTTAGCG 3’


3’ GACTGAATCGC 5’

Um die Vorgehensweisen bei der Analyse von DNA zu verstehen, ist ein detaillierterer Blick auf die Struktur der DNA hilfreich. Dazu betrachten wir zunächst das im Backbone verwendete Zuckermolekül Desoxyribose und das die Brücke zwischen zwei Zuckermolekülen bildende Phosphatmolekül. Die Stellen, an denen C-Atome stehen, sind mit 1 bis 5 durchnummeriert. Am Ende der freien Linien (kovalente Bindungen) sind H-Atome zu finden. 
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B.2 Replikation

In der Doppelhelixstruktur liegt die Möglichkeit der Replikation der DNA begründet. Das folgende Bild spricht für sich selbst. Für Informationen über detailliertere molekularbiologische Abläufe sei auf die Literatur verwiesen.
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Referat:   Alles, was man zu Zellteilung, Vererbung etc. wissen sollte.

B.3 Biochemische Verfahren zur Manipulation und Analyse von DNA

Man kann

· eine Doppelhelix in ihre beiden Teilstränge zerlegen

· an einen Strang ein komplementäres Gegenstück anbinden

· DNA kopieren durch Cloning

· DNA kopieren durch Polymerase Chain Reaction

· DNA an allen Vorkommen eines bestimmten Musters zerschneiden

· DNA an genau einem Vorkommen von A bzw. C bzw. G bzw. T zerschneiden

· DNA zufällig in Fragmente zerlegen

· DNA bis zu 700 bp durch Gel-Elektrophorese sequenzieren

Das Auftrennen der beiden Stränge der Doppelhelix erfolgt im Labor durch Erwärmung. 

Ein einzelner DNA-Strang hat die Neigung, sich wieder an einen komplementären (oder ein Teilstück davon) anzubinden. Diesen Vorgang nennt man Hybridisierung; er kann verwendet werden, wenn man herausfinden will, ob ein DNA-Teilstück auf einem anderen komplementär vorhanden ist. Dies findet Verwendung bei den später diskutierten Verfahrens des Mapping By Hybridization, Sequencing By Hybridization und in der Technologie der DNA-Chips. 

Kopieren kann man DNA einerseits durch Cloning. Dabei wird das zu kopierende DNA-Teilstück in ein Chromosom eines Hosts (auch Vector genannt) eingeschleust. Dieser vermehrt sich (schnell und massenhaft). Aus seinen Nachkommen wird das vervielfältigte Teilstück wieder extrahiert. Eine andere Möglichkeit der DNA-Vervielfältigung ist die sog. Polymerase Chain Reaction (PCR). Dabei nutzt man nicht die Reproduktionsfähigkeit eines Lebewesens aus, sondern baut im Reagenzglas unter Verwendung der zu kopierenden DNA als Vorlage aus dieser zwei identische Kopien, indem man die Vorlage in zwei Stränge teilt und jeden sich mit komplementären Basen wieder zu einer Doppelhelix rekonstruieren lässt. Genaue Details wie etwa die Rolle von Primersequenzen und Wirkung der Polymerase seine hier übergangen. Wesentlich ist, dass in einem Schritt aus einer DNA zwei Kopien wurden. Wendet man das Verfahren k mal an, so hat man am Ende 2k Kopien. Dieses exponentielle Anwachsen der Anzahl der Kopien mit der Versuchsdurchführungen macht PCR zu einem bequemen Hilfsmittel der Erstellung von Kopien.

Zerschneiden kann man DNA an wohldefinierten Stellen mittels sog. Restriktionsenzyme. Diese Zerlegen DNA-Stränge an allen Stellen (Restriction Sites), an denen ein bestimmtes Muster, beispielsweise GAATTC beim Restriction Enzyme EcoRI, vorkommt. Damit das Zerschneiden tatsächlich an beiden Strängen der Doppelhelix an denselben oder nahe beieinander liegenden Positionen erfolgt, braucht man die Eigenschaft, dass Restriction Sites durch sog. Palindrome definiert sind. Dabei vesteht man unter einem Palindrom in der Molekularbiologie (etwas anders als in der Informatik) einen String P über dem Alphabet {A,C,G,T}, dessen komplementäres Spiegelbild P (reverse complement) gerade wieder P ist. Dabei ist das komplementäre Spiegelbild von Strings P induktiv über die Stringlänge wie folgt definiert: ( = (, AP = PT, CP = PG, GP = PC, TP = PA. Beispielsweise trennt EcoRI eine Doppelstrang wie folgt:


...GAATTC...

...G

|
AATTC...


...CTTAAG...

...CTTAA
|        G...

Die aufgetrennten Doppelhelixteilstücke haben in diesem Fall überhängende Enden, die aus 4 Basen ohne zugehöriges Komplement sind (sticky ends). Es gibt auch Restriktionsenzyme, die ihr Palindrom in der Mitte trennen. In jedem Fall hat ein Palindrom aber gerade Länge.


Herstellen aller Anfangsstücke eines DNA-Stranges bis zu einer Base A (entsprechendes gilt für Basen C, G und T) lässt sich wie folgt bewerkstelligen. Man lässt einen DNA-Teilstrang entlang einer Vorlage unter Darbietung von Basen A wachsen, verwendet dabei aber eine gewisse Zahl modifizierter Basen A, die, sobald sie zum ersten Mal eingebaut wurden, ein Weiterwachsen des Stranges blockieren. Da der Moment, an dem zum ersten Mal ein modifiziertes A verwendet wird, zufällig ist, kann man erwarten, dass alle Anfangsstücke der Vorlage bis zu einer Base A dabei entstehen. Das Resultat dieses Wachstumsprozesses kann interpretiert werden, als wenn es ein Zerschneiden des Stranges an genau einer Stelle mit Base A wäre. Dies ist nun die Grundlage für ein Analyseverfahren für DNA-Stücke bis zu einer Länge von ca. 700 Basenpaaren (bp). Man stellt dazu in einem ersten Versuch alle Anfangsstücke, die mit A enden her. In einem zweiten bzw. dritten bzw. vierten Versuch entsprechend alle Anfangsstücke, die mit C bzw. G bzw. T enden. Die jeweils erhaltenen Fragmente gibt man auf vier Streifen eines Gels und setzt dieses dann einer elektrischen Spannung aus. Die Tatsache, dass die Fragmente eine elektrische Ladung tragen, bewirkt, dass die Fragmente zum entgegengesetzten Pol der Spannung gezogen werden. Das Gel bremst diese Bewegung, so dass kürzere Fragmente weiter als längere bewegt werden. (Fragmente einer Länge > 700 bp würden gar nicht mehr durch das Gel gezogen werden können; deshalb die Limitierung auf die besagt Fragmentlänge). Schaut man nun nach, in welcher der vier Spalten des Gels das am weitesten gezogene Fragment steht, so kann man den ersten Buchstaben der DNA dort ablesen (denn dieser hat das kürzeste Fragment der Länge 1 geliefert). Entsprechend findet man den zweiten Buchstaben, etc. Das Verfahren heißt Gel-Elektrophorese. 

Am Beispiel: Das Versuchsergebnis







würde der Sequenz AGCCTAAAGTACTGG entsprechen.


Neben dem gezielten Zerschneiden von DNA spielt auch das zufällige Zerschneiden ein Rolle; dies kann beispielsweise ganz brachial durch Einwirken von Druck über Zerstäuberdüsen realisiert werden. Es spielt für das Shotgun-Sequencing-Verfahren eine zentrale Rolle.

B.4 Proteine

Proteine sind die Bausteine des Lebens. Sie spielen beispielsweise eine Rolle als Strukturproteine, Enzyme, Hormone, Antikörper, Transportproteine. Chemisch gesehen sind es langkettige Moleküle, in denen entlang eines Backbones Aminosäuren aneinander gereiht sind. Der Backbone wird dabei von einer iterierten Abfolge der drei Komponenten Aminogruppe NH2, C(-Atom mit Wasserstoffatom CH, Karboxylgruppe COOH gebildet. Die Bindung zwischen der Karboxylgruppe der i-ten und der Aminogruppe der i+1-ten solchen Dreiergruppe nennt man Peptidbrücke. Sie entsteht unter Abspaltung eines Wassermoleküls H2O. Am zentralen C(-Atom einer solchen Einheit hängt eine von 20 möglichen Aminosäuren, der Residue R. Der Backbone hat wiederum eine Richtung, nämlich die vom sog. N-Ende (entspricht der Aminogruppe) zum C-Ende (entspricht der Karboxylgruppe). Die Folge der Aminosäuren nennt man die Primärstruktur des Proteins. Sie definiert weitgehend die räumliche Faltung des Proteins und damit seine Funktionalität. Die räumliche Faltung resultiert aus der Möglichkeit, die in einer starren Ebene liegenden Bestandteile C(HR um die in einer starren Ebene liegenden Atome CONH der Peptidbrücke zu drehen. Der Drehwinkel zur links vom C(-Atom liegenden Peptidbrücke heißt (, der Drehwinkel zur rechts vom C(-Atom liegenden Peptidbrücke heißt (. Es sind nicht beliebige Winkelkombinationen möglich. Das Protein nutzt diese Drehmöglichkeiten, um einen Zustand möglichst geringer freier Energie einzunehmen. Wie dieser aussieht, ist erstaunlicherweise im Wesentlichen ausschließlich von der Primärstruktur des Proteins abhängig. Das Protein findet diesen Zustand zielgerichtet aus jeder Startkonfiguration heraus, ohne wie entsprechende Simulationen auf der Basis biophysikalischer Modellierungen in lokalen Minima stecken zu bleiben. 
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Es gibt 20 in Proteinen vorkommende Aminosäuren. Diese sind (mit ihren jeweiligen Codes, einerseits dem 3-Zeichen-Code, andererseits dem 1-Zeichen-Code):

Glycin (Gly, G)

Alanin (Ala, A)

Valin (Val, V)



Leucin (Leu, L)

Isoleucin (Ile, I)

Prolin (Pro, P) 


Phenylalanin (Phe, F)

Tyrosin (Tyr, Y)

Trypthophan (Trp, W)


Histidin (His,H)

Lysin (Lys, K) 

Arginin (Arg, R) 

Methionin (Met, M)

Serin (Ser, S)


Threonin (Thr, T)


Glutaminsäure (Glu, E)
Asparginsäure
(Asp, D)
Cystein (Cys, C)


Glutamin (Gln, Q)

Aspargin (Asn, N)

Exemplarisch zwei Strukturformeln, Glycin und Tyrosin: In Schwarz der Backbone, in Blau der Residue:
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Proteine enthalten meistens einige Hundert Aminosäuren, es gibt aber auch komplexere Proteine mit einigen Tausend Aminosäuren.

B.5 Der genetische Code


   [image: image11.png]



In einem RNA-String kann man an 3 Stellen beginnen, ihn als Code einer Aminosäurensequenz zu interpretieren. Man hat drei sog. Reading Frames. Jedes Reading Frame eines RNA-Strings codiert in der Regel eine total andere Aminosäurensequenz als das nächste.

Referat: Wie in einer Zelle aus einer DNA-Sequenz, die ein Gen darstellt, das zugehörige Protein synthetisiert wird.

B.5 Proteinstruktur
Einen Eindruck von der räumlichen Komplexität eines Proteins liefert bereits ein einfaches Beispiel einer Proteinkomponente des Tabakmosaikvirus. Verschiedene Darstellungsarten der räumlichen Struktur eines Proteins: 
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Eine Vorstufe der 3D-Struktur ist in der sog. Sekundärstruktur eines Proteins repräsentiert. Proteine bilden charakteristische lokale Strukturen aus wie (-Helices und (-Sheets:
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Die Abfolge dieser lokalen Strukturelemente definiert sie Sekundärstruktur. 
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Die räumliche Anordnung der Strukturelemente der Sekundärstruktur definiert die Tertiärstruktur. Ferner gibt es auch noch eine Quartärstruktur, in der das Vorkommen höherer struktureller Muster (Motifs) repräsentiert wird.

Anhang I (Informatik)

I.1 Strings 

Definition   Ein Alphabet ist eine nichtleere, endliche Menge ( von Zeichen. Ein String S über ( ist eine endliche Folge von Zeichen aus (, meist durch Auflistung seiner Zeichen notiert: S(1)S(2)...S(n) mit S(i) ( (; die Länge |S| von String S ist n. Der leere String hat keine Zeichen, die Länge 0 und wird mit ( bezeichnet. Die Menge aller Strings über ( wird mit (* bezeichnet. Die Verkettung zweier Strings S = S(1)S(2)...S(n) und T = T(1)T(2)...T(m) ist der String ST = S(1)S(2)...S(n)T(1)T(2)...T(m). Ist S ein String der Länge n und sind 1 ( i ( j ( n, so ist S[i..j] der String S(i)S(i+1)...S(j) von S. Ein String T heißt Teilstring von String S, falls es Strings A und B gibt mit S = ATB. String T heißt Präfix von String S, falls es einen String B gibt mit S = TB. Ist außerdem T von S verschieden, so heißt T ein echtes Präfix von S. String T heißt Suffix von String S, falls es einen String A gibt mit S = AT. Ist außerdem T von S verschieden, so heißt T ein echtes Suffix von S. Eine Teilsequenz von String S = S(1)...S(n) ist ein String der Form S(i1)S(i2)...S(ik), für eine (eventuell leere) aufsteigende Folge i1,i2,...,ik mit 1 ( i1 < i2 < ... < ik ( n.

Alphabete, die wir verwenden werden, sind:


(binary = {0,1}


(decimal = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}


(nucleotides = {A,C,G,T}


(amino_acids = {ala, arg, asn, asp, cys, gln, glu, gly, his, ile, leu, lys, 

met, phe, pro, ser, thr, trp, tyr, val}


I.2 Pattern Matching

PATTERN MATCHING

Eingabe: Ein String T der Länge n (der zu durchsuchende Text) und ein String P der Länge m (das zu suchende Pattern)

Ziel: Stelle fest, ob P ein Teilstring von T ist. Wenn ja, finde eine oder alle Startpositionen von P in T.

Der triviale Algorithmus PMsimple legt P an T an und vergleicht P mit den entsprechenden Zeichen von T. Wird eine Stelle mit unterschiedlichen Zeichen gefunden (mismatch), so wird P um eine Position nach rechts verschoben und der Vergleich beginnt von vorne. Sind alle Zeichen identisch (match), so wird die Startposition von P in T ausgegeben und P um eine Position nach rechts verschoben (um das nächste Vorkommen von P in T zu suchen). In einem Pseudocode formuliert:

INPUT string T, P;

int i, j;


FOR i := 1 to n-m+1 DO



IF test(i) THEN output(i);



END;


END;


PROCEDURE test(i);


BEGIN



FOR j := 1 TO m DO




IF P(j) ( T(i+j-1) THEN





return(false);




END;



END;


END;

Der Algorithmus macht (n-m+1)(m Vergleiche, seine Laufzeit ist also O(n(m). Wir verwenden dabei die bekannte O-Notation:

Definition:   Seine f: N ( N und g: N ( N Funktionen. Wir  sagen, dass f = O(g) ist, falls es c > 0 und n0 ( N gibt, so dass f(n) ( c(g(n) für alle n ( n0 gilt.

Effizientere Algorithmen erhalten wir, wenn wir beim Durchschieben des Pattern P durch den Text T gewisse Informationen über P mitprotokollieren, die es uns dann erlauben, P durch T hindurchzuschieben, ohne jeweils wieder am Anfang von P mit dem erneuten Vergleichen beginnen zu müssen. Hierzu ist eine gewisse Vorverarbeitung von P (preprocessing) erforderlich. Beispiel:




Das längste Suffix von ananan, welches auch gleichzeitig Präfix des bereits gelesenen und erfolgreich mit dem Text gematchten Anfangsstückes anana von P ist, ist das Wort anan der Länge 4. Wenn wir also an der Mismatchstelle weiterlesen wollen, ohne ein Vorkommen von P zu übersehen, müssen wir so tun, als hätten wir P um 6 –4 = 2 Positionen nach rechts verschoben:





Hätten wir ein kürzeres Suffix von ananan gewählt, etwa das Suffix „an“ der Länge 2, und hätten wir in Gedanken P um 6 –2 = 4 Positionen nach rechts verschoben, so hätten wir ein Vorkommen von P ausgelassen:





Allgemein sieht das wie folgt aus: Wenn wir q < m viele Zeichen erfolgreich verglichen haben (match), aber das q+1-te Zeichen von P mit dem in T an der entsprechenden Stelle gelesenen Zeichen a nicht mehr übereinstimmt (mismatch), so benötigen wir die Länge des längsten Suffixes von P[1..q]a, welches gleichzeitig ein Präfix von P[1..q] ist:








Dann geht es wie folgt weiter (ohne Rücksetzen in T):








Diese Information ist aus dem Pattern P allein ermittelbar, der Text T spielt hierfür keine Rolle. Man sagt deshalb, dass ein Preprocessing von P erfolgt. Dieses lässt sich schön in Form eines endlichen Automaten angeben.

Definition   Ein endlicher Automat M ist ein 5-Tupel (Q,(,(,i,F) mit folgenden Bestandteilen:

-  Q ist eine nichtleere endliche Menge (der sog. Zustände)

-  ( ist ein Alphabet (der sog. Eingabezeichen)

-  (: Q(( ( Q ist die sog. Überführungsfunktion

-  i ( Q ist der sog. Initialzustand

-  F ( Q ist die sog. Finalzustandsmenge

Ein endlicher Automat liest beginnend im Zustand i einen String S Zeichen für Zeichen von links nach rechts und verändert in Abhängigkeit vom gelesenen Zeichen gemäß seiner Überführungsfunktion seinen Zustand. Ist der letzte Zustand ein Element von F, so wird S akzeptiert, ansonsten wird S verworfen. Formal lässt sich dies wie folgt definieren:

Definition   Sei M = (Q,(,(,i,F) ein endlicher Automat. Wir definieren die Funktion (*: Q((* ( Q als Fortsetzung der Funktion (: Q(( ( Q wie folgt:



(*(q,() = q


            (*(q,aS) = (*(((q,a),S)

Der Automat M akzeptiert den String S, falls (*(i,S) ( F. Der Automat M verwirft den String S, falls (*(i,S) ( F. Die von M akzeptierte Sprache ist L(M) := { S | M akzeptiert S }.

Zu einem Pattern P der Länge m über dem Alphabet ( betrachten wir den folgenden endlichen Automaten MP := ({0,1,...,m},(,(P,0,{m}) mit folgender Überführungsfunktion:


(P(q,a) := Länge des längsten Suffixes von P[1..q]a, das auch ein Präfix von P[1..q] ist

Die naive Methode, den endliche Automaten MP zu erzeugen, würde für alle q von 0 bis m, jedes Zeichen a und alle möglichen Suffixlängen k von 0 bis q das Suffix P[q-k+1..q]a mit dem Präfix P[1..k] vergleichen, bis das maximale k mit P[q-k+1..q]a = P[1..k] gefunden ist. Das würde O(m3) viele Vergleiche erforderlich machen. Glücklicherweise geht es wesentlich besser, nämlich in O(m) Schritten. Wir werden dies nicht beweisen, sondern ein analoges Preprocessing im nächsten Algorithmus von Knuth, Morris und Pratt behandeln. Der interessierte Leser möge das dortige Vorgehen auf die hier vorliegende Situation übertragen.

Haben wir nun den endlichen Automaten in O(|P|) Schritten erzeugt, so können wir mit dem Algorithmus PMfiniteautomaton einen beliebigen Text T in O(|T|) Schritten wie folgt nach P durchsuchen:


INPUT string P, T;


int n, m, q, k ;


erzeuge den endlichen Automaten MP ;


n := |T| ;


m := |P| ;


q := 0 ;


FOR k := 1 TO n DO



q := (P(q,T(k));



IF q = m THEN output(k – m + 1) ;



END;


END;

Die Gesamtlaufzeit in O(|P| + |T|), also linear in der Eingabelänge.

Ein leicht modifiziertes Vorgehen führt zum Algorithmus von Knuth-Morris-Pratt. Der Unterschied zum vorigen Algorithmus ist, dass wir aus dem Pattern P heraus eine Verschiebetabelle berechnen, die uns sagt, wie weit P nach rechts zu verschieben ist, wenn ein Mismatch zwischen P und T auftritt. Die Verschiebung hängt dabei nicht vom gelesenen Buchstaben a von T, der mit dem entsprechenden in P nicht matcht, ab. Dies hat den Vorteil, dass wir nicht für alle |(| viele Zeichen a (wie oben) Verschiebungen ausrechnen müssen, von denen viele vielleicht im Verlauf des Durchgangs durch den Text T gar nicht auftauchen. Der Nachteil ist, dass wir eventuell etwas zu zaghaft verschieben und dies weitere Male durchführen müssen, bis ein nächster Match eintritt. Die Details: Für q =1,...,m sei (P(q) die Länge des längsten echten Suffixes von P[1..q], welches gleichzeitig Präfix von P[1..q] ist. Wir müssen dabei echte Suffixe betrachten, weil ansonsten stets (P(q) gleich q wäre, also P niemals weiter geschoben werden würde. Zur Illustration:



























u.s.w. bis entweder die beiden Zeichen an der aktuellen Position matchen oder q = 0 wird (und damit P restlos über die Arbeitsstelle hinweggeschoben wurde).

Beispiel einer Verschiebetabelle:




Der Algorithmus PMKnuth-Morris-Pratt arbeitet nun wie folgt:

INPUT strings P und T;

int m := |P|; 

int n := |T|;

int matchAnzahl := 0 ;

int k ;

Berechne die Verschiebetabelle von P;

FOR k := 1 TO n DO


WHILE (matchAnzahl > 0 AND 




P(matchAnzahl + 1) ( T(k)) DO



matchAnzahl := (P(matchAnzahl);


END;


IF P(matchAnzahl + 1) = T(k) THEN



MatchAnzahl := matchAnzahl + 1;


END;


IF matchAnzahl = m THEN



output(k – m + 1);



matchanzahl := (P(m);


END;

END;



Nach Berechnung der Verschiebetabelle von P, die wir gleich noch durchführen müssen, wird der Text von links nach rechts einmal durchlaufen; die Position, an der jeweils P (in Gedanken) angelegt wird, läuft hinterher. Insgesamt kann P höchstens n mal nach rechts verschoben werden, so dass der Gesamtaufwand O(2n) = O(n) ist. Eine alternative Begründung, die aber dasselbe beinhaltet und zum selben Ergebnis führt, erhält man, wenn man den Verlauf der Werte von matchAnzahl und k protokolliert und folgendes beachtet: Wenn sich k verändert, dann nur zu k+1; matchAnzahl kann bei stagnierendem k mehrmals kleiner werden (auch um mehr als 1), aber höchstens so oft, wie k vorher größer geworden war. Ein typischer Verlauf sieht also wie folgt aus:







Die Berechnung der Verschiebetabelle muss intelligent erfolgen, der triviale Algorithmus würde offensichtlich O(m3) Schritte machen. Die Idee ist dieselbe wie im obigen Algorithmus, nur wird nun P über sich selbst hinweg geschoben. Eine Variable matchAnzahl verwaltet die Anzahl etablierter Matches vor der aktuellen Arbeitsstelle q.

INPUT string P;

int matchAnzahl := 0;

int m := |P|;

int q;

(P(1) := 0;

FOR q := 2 TO m DO


WHILE ( matchAnzahl > 0 AND 




P(matchAnzahl + 1) ( P(q)) DO



matchAnzahl := (P(matchAnzahl);


END;


IF P(matchAnzahl + 1) = P(q) THEN



matchAnzahl := matchAnzahl + 1;


END;


(P(q) := matchAnzahl;

END;

Illustration: Matches in “blau”, Mismatch in “rot”:
















Q wandert in m Schritten von links nach rechts, P wird in Gedanken maximal m mal hinterher geschoben. Der Aufwand für die Berechnung der Verschiebetabelle ist somit O(2m) = O(m).

Ein weiterer beliebter, weil sehr effizienter Algorithmus ist der Algorithmus von Boyer und Moore. Wir geben nur eine kurze Skizze. Zunächst ist der erste Unterschied zu den bisherigen Algorithmen, dass der Vergleich zwischen dem an T irgendwo angelegten Pattern P von rechts nach links durchgeführt wird. Die Hoffnung (die in der Praxis oft erfüllt wird) ist, früh einen Mismatch zu finden und P weit nach rechts verschieben zu können. Im Extremfall (best case) tritt sehr früh ein Mismatch auf und P wird fast komplett nach rechts verschoben. Dann ergibt sich als Laufzeit O(n/m), eine sogar sublineare Laufzeit. Beim Verschieben werden zwei unterschiedliche Regeln angewendet; diejenige, welche die stärkere Verschiebung bewirkt, wird ausgeführt. Die erste Regel ist die Bad Character Rule. Man sucht von rechts nach links in P das erste Zeichen b, das vom Zeichen a an der entsprechenden Stelle in P verschieden ist. Dann sucht man in P weiter links davon das erste Vorkommen von a und verschiebt P soweit, dass die beiden Zeichen a in T und P zur Deckung kommen:




Das ist die nächste Möglichkeit, P mit T zur Deckung zu bringen. Die zweite Regel ist die Good Suffix Rule. Man sucht von rechts nach links in P das erste Zeichen b, das vom Zeichen a an der entsprechenden Stelle in P verschieden ist. Das bislang mit einem Teilstring von T gematchte Suffix S von P wird links von der Mismatchstelle in P gesucht; findet man ein solches und ist das links davon stehende Zeichen c von b verschieden, so verschieben wir P soweit nach rechts, bis die beiden Teilstrings S übereinander stehen. Da c von b verschieden ist, besteht die Chance, dass nun c gleich a ist. (Bei c = b wäre Verschieben sinnlos, da wegen a ( b wiederum ein Mismatch auftreten würde.)




Die effektivere der beiden Regeln wird jeweils zur Anwendung gebracht. Die Laufzeit des Algorithmus ist im worst case leider O(nm), wie man an einfachen Beispielen sehen kann (T bestehend nur aus identischen Buchstaben). In der Praxis ist er wesentlich effektiver, insbesondere tritt die Möglichkeit sublinearer Laufzeit häufig auf.

I.3 Suffix-Bäume

Bislang haben wir das Pattern P einem intelligenten Preprocessing unterzogen, um es sodann in lineare Zeit in beliebigen (großen) Texten T suchen zu können. Dies ist insbesondere dann sinnvoll, wenn häufig zu suchende, a priori bekannte Schlüsselwörter (wie „Schwarzgeld“) in vielen, nicht von vornherein bekannten Texten zu suchen sind. Anders sieht es aus, wenn in einem großen, a priori bekannten Text (wie „Encylopedia Britannica“) dauernd nach variablen Stichwörtern gesucht werden muss. Hier stellt sich die Frage, ob man alternativ den Text einem intelligenten Preprocessing unterziehen kann, der danach beliebige Stichwortsuche unterstützt. Dies geht mit sog. Suffix-Bäumen.

Die Idee dabei ist zunächst sehr einfach. Es sei ein Text T = T(1)T(2)...T(n) gegeben. Wir werden in einem Suffixbaum von T alle Suffixe von T in passender und gut zugänglicher Form abspeichern. Da gilt, dass ein Schlüsselwort P in T vorkommt, genau dann wenn P Präfix eines Suffixes von T ist, wird ein Suffixbaum die Suche nach P unterstützen. Zunächst ein Beispiel: Wir betrachten den Text T = ananas$ (das hinzugefügte Endzeichen $ hat technische Gründe). Ein Suffixbaum entsteht, indem in folgender Reihenfolge die Suffixe von T, beginnend mit dem längsten, als Kantenbeschriftungen eines Baumes repräsentiert werden. In Beispielen notieren wir aus schreibtechnischen Gründen einen Baum von links nach rechts (Baum ist gefällt; Wurzel liegt links). Ein exemplarischer Aufbau sieht wie folgt aus:












Der fertige Suffixbaum ist:


Nach diesem Beispiel nun die allgemeine Definition des Suffixbaumes eines Strings.

Definition   Ein Suffixbaum eines Strings T der Länge n ist ein Baum mit einer Wurzel und n+1 Blättern, dessen Kanten mit Teilstrings von T$ beschriftet sind. Wir nennen für jeden Pfad in diesem Baum die Verkettung aller Beschriftungen entlang seiner Kanten den Pfadlabel des Pfades. Für jeden Knoten v des Baumes nennen wir die Verkettung aller Beschriftungen entlang der Kanten des Pfades von der Wurzel zu Knoten v den Knotenlabel des Knotens v. Es muss gelten, dass die Menge der Knotenlabels der Blätter des Suffixbaumes mit der Menge der Suffixe von T$ übereinstimmt. Ferner muss jeder innere Knoten mindestens zwei Söhne haben. Schliesslich muss für jeden Knoten v mit mindestens zwei Söhne gelten, dass die Beschriftungen der Kanten von v zu seinen Söhnen mit unterschiedlichen Buchstaben beginnen.

Bemerkungen:

1) Die geforderten Eigenschaften erzwingen, dass die Suffixe von T$ in maximal komprimierter Form als Knotenlabel von Blättern im Suffixbaum von T repräsentiert sind. Nicht möglich sind folgende Situationen (mit Zeichen a und Strings A, B, C):







Stattdessen würde im Suffixbaum stehen:







2) Das abschließende Zeichen $ am Ende des Strings T$ ist erforderlich, weil nur damit sichergestellt ist, dass kein Suffix S von T$ echtes Präfix eines anderen Suffixes ist, und somit S im Inneren des Suffixbaumes enden müsste (was nicht erlaubt ist: Suffixe müssen an Blättern enden). Dieses Problem würde auch in unserem obigen Beispiel auftreten.

3) Für jeden String S gibt es höchstens einen Pfad P im Suffixbaum von T, so dass S Präfix des Pfadlabels von P ist; anders ausgedrückt: Sucht man S als Teilstring von T, d.h. sucht man S als Präfix eines Suffixes von T, so kann man entlang S in eindeutiger Weise in den Suffixbaum von T hinein navigieren. Entweder findet man S als Präfix eines Pfadlabels oder es stellt sich heraus, dass weiteres Hineinnavigieren in den Suffixbaum nicht mehr möglich ist, somit S nicht Teilwort von T ist. Diese Suche nach S im Suffixbaum erfordert nur O(|S|) Schritte.

4) Der naive Ansatz des Aufbaus eines Suffixbaumes eines Strings T der Länge n (nämlich mit dem längsten Suffix T$ zu beginnen, dann mit jeweils kürzeren Suffixen in den bereits teilweise aufgebauten Baum hinein navigieren, ggf. neue Knoten einbauen) würde offensichtlich O(n2) Schritte erforderlich machen. Ein Algorithmus von Ukkonen arbeitet wesentlich effizienter. Man muss dabei ein erstes Effizienzhindernis beseitigen, und zwar die explizite Repräsentation von Strings an den Kanten des Suffixbaumes. Eine solche explizite Repräsentation würde in der Regel die Notation von Strings der Länge 1, 2, ..., n+1 (alle Suffixe) erforderlich machen, so dass wir bereits O(n2) viel Speicherplatz bräuchten; nur das Hinschreiben all dieser Strings würde bereits O(n2) Schritte erfordern. Eine effizientere Speicherung ergibt sich in naheliegender Weise, wenn wir den Teilstring T[i..j] von T nicht explizit, sondern durch die beiden Zahlen i und j der Bitlänge log2(n) notieren. Benutzt man ein Zeitkomplexitätsmaß, bei dem arithmetische Operationen mit Binärzahlen der Länge log2(n) als 1 Schritt gezählt werden (was selbst für Größenordnungen wie DNA-Strings der Länge 3 Milliarden bp nicht unrealistisch ist), so ergibt sich folgender Satz:

Satz (Ukkonen)   Einen Suffixbaum von T$ kann man (unter den beiden o.g. Voraussetzungen an die kompakte Repräsentation von Teilstrings von T und der Zählung von arithmetischen Operationen auf Binärzahlen der Bitlänge log2(n) als 1 Schritt) in O(|T|) Schritten erzeugen.

Beweis: Siehe Gusfield (1998).

Referat: Vorstellung des Algorithmus von Ukkonen, Illustration anhand aussagekräftiger Beispiele, Verifikation und Komplexitätsanalyse.

Somit können wir mit diesem Satz und der oben unter 3) gemachten Bemerkung festhalten, dass man alle k Vorkommen eines Strings S als Teilstring von String T in O(|T| + |S| + k) Schritten finden kann: O(|T|) Schritte für den Aufbau eines Suffixbaumes von T; O(|S|) Schritte für das Hineinnavigieren entlang String S in den Baum; O(k) Schritte für das Auslasen der Startpositionen der k Suffixe, die an den Blättern unterhalb der Stelle stehen, an der das Hineinnavigieren von S erfolgreich beendet wurde.






Als eine zweite Anwendung beschreiben wir eine Lösung des Problems, zu zwei Strings S und T einen gemeinsamen Teilstring maximaler Länge zu bestimmen.

LONGEST COMMON SUBSTRING (LCS)

Eingabe: Strings S und T der Längen m und n

Ziel: Man finde einen gemeinsamen Teilstring von S und T mit maximaler Länge.

Noch 1970 vermutete Knuth, dass es keinen Algorithmus mit linearer Laufzeit gibt, der dieses Problem löst. Der ganz naive Ansatz würde auch O(m3n) Schritte benötigen. Mit Suffixbäumen gibt es eine Lösung mit linearer Laufzeit (allerdings sei wiederum daran erinnert, dass arithmetische Operationen auf log2(n)-Bit-Zahlen als jeweils 1 Schritt gezählt werden; somit ist die Laufzeit der Lösung nicht ganz lupenrein linear).

INPUT string S, T;

Erster Durchgang: Baue einen Suffixbaum von 

S$ auf und markiere jeden dabei erzeugten 

Knoten mit der Marke „1“.

Zweiter Durchgang: Integriere in derselben 

Weise auch noch die Suffixe von T$ in diesen 

Baum; markiere alle bei diesem Prozess be-

suchten Knoten und alle neu erzeugten Knoten 

mit der Marke „2“; wird eine Kante von einem 

Knoten zu einem mit „1“ markierten Knoten da-

bei gesplittet, so markiere den neuen Knoten 

mit „1“ und mit „2“. /* siehe Bild unten */

Durchlaufe den so erzeugten und markierten 

gemeinsamen Suffixbaum von S und T (etwa in 

Tiefensuche) und ermittle einen Knoten mit 

Markierung „1“ und „2“ mit längstem Knoten-

label P.

Gib P aus.

Ein mit „2“ markierter Knoten ist ein Knoten, unter dem sich mindestens ein Blatt befindet, welches als Label ein Suffix von T$ hat. Ein mit „1“ markierter Knoten ist ein Knoten, unter dem sich mindestens ein Blatt befindet, welches als Label ein Suffix von S$ hat. Dies ist trivial für die beim Aufbau eines Suffixbaumes von S$ zunächst gesetzten Marken „1“. Neu hinzu kamen Marken „1“ wie folgt:





Der so aufgebaute Baum wird auch als gemeinsamer Suffixbaum von S und T bezeichnet. Ist P der Knotenlabel eines mit „1“ und „2“ markierten Knotens, so ist P sowohl Präfix eines Suffixes von S (wegen „1“), als auch Präfix eines Suffixes von T (wegen „2“); P ist also ein gemeinsamer Teilstring von S und T. Ein gemeinsamer Teilstring P von S und T maximaler Länge muss an einem Knoten mit Markierung „1“ und „2“ enden; er kann nicht mitten in einer Kantenbeschriftung enden, da er ansonsten nicht von maximaler Länge wäre. Die Tiefensuche im obigen Algorithmus findet als in O(|S|+|T|) Schritten einen längsten gemeinsamen Teilstring von S und T.

I.4 Effiziente Algorithmen, Komplexitätstheorie, P und NP
Wir gehen davon aus, dass der Begriff des Algorithmus fixiert wurde, beispielsweise durch die Vereinbarung, dass ein Algorithmus ein Java-Programm ist oder ein Programm in einer sonstigen universellen Programmiersprache, und dem Leser geläufig ist. Wir unterstellen, dass Eingabe und Ausgaben von Algorithmen stets Strings über einem Alphabet sind.

Definition   Ein effizienter Algorithmus ist ein Algorithmus, dessen Laufzeit bei Eingabe eines Strings S der Länge n durch ein Polynom p(n) in n beschränkt ist. 

Eine Entscheidungsproblem, auch einfach nur Problem genannt, L ist eine Menge von Strings. Ein Problem L ist effizient lösbar, falls es einen effizienten Algorithmus gibt, der bei Eingabe eines Strings S ( L mit „1“ und bei Eingabe eines Strings S ( L mit „0“ antwortet. Die Klasse aller effizient lösbaren Probleme wird mit P bezeichnet.

Eine Funktion f auf der Menge aller Strings heißt effizient berechenbar, falls es einen effizienten Algorithmus gibt, der bei Eingabe eines Strings S den String f(S) ausgibt. Die Klasse aller effizient berechenbaren Funktionen wird mit FP bezeichnet.

Ein Problem L heißt nichtdeterministisch effizient lösbar, falls es eine 2-stellige Relation E auf Strings gibt mit folgenden Eigenschaften:

     a) L = { S | es gibt T mit E(S,T) }

     b) Es gibt ein Polynom q(n), so dass für alle Strings S und T mit 

    E(S,T) gilt, dass |T| ( |S|. Man sagt, dass E „polynomially 

    balanced“ ist.

c) Die Menge aller Wörter der Form (S,T) mit E(S,T) ist in P.

Die Klasse aller nichtdeterministisch effizient lösbaren Probleme wird NP genannt. 

NP-Probleme sind also durch das sog. Generate-Test-Paradigma (oder Rate-Überprüfe-Paradigma) gekennzeichnet. Um festzustellen, dass ein String T in S ist, muss man nach einem passenden String S suchen (oder ihn raten oder ihn sich von einem allwissenden Orakel liefern lassen), für den man eine effizient überprüfbare Eigenschaft E(S,T) feststellen kann. Da die Länge von S durch q(|T|) beschränkbar ist, ist dazu ein Suchraum mit |(|q(n) vielen Elementen zu durchsuchen. Hat das Alphabet ( mindestens 2 Elemente, so ist dies eine exponentielle Größenordnung. Beispiele für NP-Probleme sind:

MACHINE SCHEDULING

MS = { (M,T,J1,...,Jk) | k ist eine natürliche Zahl und M, T, J1,...,Jk sind 

Dezimalzahlen, es gibt eine Zerlegung von {1,2,...,k} in M 

disjunkte Teilmengen I1,I2, ...,Ik mit 
[image: image18.wmf]å
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Anders ausdrückt wird gefragt, ob man k Jobs mit Bearbeitungszeiten J1,...,Jk so auf M identische Maschinen verteilen kann, dass keine der M Maschinen eine Gesamtbearbeitungszeit von T überschreitet.



Die Anforderungen an ein NP-Problem sind offensichtlich erfüllt.

PARTITION

PARTITION = { (x1,...,xk) | k ist eine natürliche Zahl und x1,...,xk sind Dezimal-

zahlen, es gibt eine Zerlegung von {1,2,...,k} in zwei disjunkte, nichtleere Teilmengen I1 und I2 mit 
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Anders ausdrückt wird gefragt, ob man k Zahlen x1,...,xk in zwei Teilsummen mit identischem Wert aufteilen kann. Die Anforderungen an ein NP-Problem sind wiederum offensichtlich.

NP-Probleme werden hinsichtlich ihres Schwierigkeitsgrades wie folgt verglichen:

Definition   Ein NP-Problem L heißt polynomiell reduzierbar auf ein NP-Problem L’, in Zeichen L (p L’, falls es eine effizient berechenbare Funktion f gibt, so dass für alle Strings S gilt: S ( L ( f(S) ( L’. Die Funktion f heißt dann auch eine Reduktion des Problems L auf das Problem L’. Ein NP-Problem L’ heißt NP-vollständig, falls L (p L’ für alle NP-Probleme L gilt. NPC ist die Klasse aller NP-vollständigen Probleme.

Lemma: 

a) (p ist eine partielle Ordnung, also reflexiv und transitiv.

b) Wenn L (p L’ und L’ ( P, so ist L ( P. 

c) Wenn L (p L’, L’ ( NP und L ( NPC, so ist auch L’ ( NPC.

d) Wenn L ( NPC und L ( P, so ist NP = P.

e) Für alle L ( P und L’ ( NP mit L’ ( ( und L’ ( (* ist L (p L’.

Beweis: 

a) Die Reflexivität zeigt man mittels der Identität als Reduktion. Bei der Transitivität sind zwei Reduktionen hintereinander auszuführen; dabei ist zu beachten, dass für eine effizient berechenbare Reduktion f gilt, dass |f(S)| durch ein Polynom in |S| beschränkt werden kann (in polynomieller Zeit können nicht mehr als polynomiell viele Zeichen erzeugt werden).

b) Eine Reduktion von L auf L’ und ein effizienter Algorithmus für L’ ergeben einen effizienten Algorithmus für L.

c) Ist L bereits maximal bzgl. (p in NP und ist L (p L’, L’ ( NP, so ist L’ ebenfalls maximal in NP.

d) Sei L ( NPC und L ( P. Für ein beliebiges L’ ( NP gilt dann L’ (p L, nach b) also L’ ( P. Somit ist NP eine Teilklasse von P; umgekehrt ist trivialerweise P eine Teilklasse von NP.

e) Sei L ( P und L’ ( NP mit L’ ( ( und L’ ( (*, etwa S’ ( L’ und T’ ( L’. Die folgende Funktion f ist effizient berechenbar (weil L in P liegt) und nach Wahl von S’ und T’ eine Reduktion von L auf L’: f(S) = S’, falls S ( L, f(S) = T’, falls S ( L.

NP-vollständige Probleme sind also maximal schwierige Probleme in NP. Man hat seit 1970 sicherlich einige Tausend solcher Probleme untersucht, die aus allen möglichen Anwendungsgebieten stammen (Mathematik, Operations Research, Logik, Graphentheorie, Planung, Scheduling, Neuronale Netze, Bioinformatik, etc.), allesamt anwendungsrelevant sind, von bestimmt Zehntausenden von Forschern bearbeitet wurden, und allesamt bislang nicht algorithmisch gelöst werden konnten. Wäre eines dieser Probleme effizient lösbar, so wären nach d) alle anderen ebenfalls effizient lösbar. Angesichts der oben geschilderten Sachlage hält man dies aber für unwahrscheinlich. Die Vermutung ist also, dass P verschieden von NP ist. 


Will man von einem neuen Problem L’ in NP zeigen, dass es vermutlich schwer ist, so reduziert man ein bekanntes NP-vollständiges Problem L auf L’. Es kommt dabei darauf an, dass man ein solches Problem L kennt, welches dem Problem L’ irgendwie ähnlich ist. Dann kann man nämlich hoffen, dass eine Reduktion von L auf L’ relativ naheliegend und leicht zu finden ist (wenngleich jedes NP-Problem L letztlich auf das NP-vollständige Problem L’ reduziert werden könnte).

Wir haben uns bislang auf Entscheidungsprobleme, also Probleme, die als Ausgabe eine Antwort (1 oder 0, entsprechend „ja“ oder „nein“) auf eine Frage erwarten. Dies vereinfacht den Aufbau einer eleganten Theorie. In der Praxis kommen aber auch noch weitere Problemtypen vor, etwa Suchprobleme und Optimierungsprobleme. Mit diesen wollen wir folgendermaßen umgehen.

Definition   Ein NP-Optimierungsproblem ist gegeben durch eine Eigenschaft E(S,T), die effizient entscheidbar und polynomially balanced ist, eine numerische Zielfunktion c(S,T), die effizient berechenbar ist, sowie einen Modus m, der entweder „min“ oder „max“ sein kann.

Bei Eingabe eines Strings S ist ein String T* mit der Eigenschaft E(S,T*) und m-imalem Wert c(S,T*)  zu finden, sofern es einen solchen gibt; ansonsten ist die Antwort „es gibt keine Lösung“ auszugeben. Etwas schwächer könnte man zufrieden sein, nur den m-imalen Wert c(S,T*) einer solchen Lösung T* zur Eingabe S zu bestimmen, also die Funktion c(S) = m({c(S,T) | T ist ein String mit E(S,T) }) zu berechnen.

Kann man zu jeder Eingabe S einen String T* mit E(S,T) und m-imalem Wert c(S,T) effizient bestimmen, so kann man auch c(S) effizient berechnen (denn c(S) ist dann einfach gleich c(S,T*)). 

Definition   Das einem NP-Optimierungsproblem (E,c,m) zugeordnete Entscheidungsproblem L(E,c,m) ist wie folgt definiert:

Falls m = „min“, dann ist L(E,c,m) = { (S,b) | S ist ein String, b ist eine Dezimalzahl, es gibt ein T mit E(S,T) und c(S,T) ( b }.

Falls m = „max“, dann ist L(E,c,m) = { (S,b) | S ist ein String, b ist eine Dezimalzahl, es gibt ein T mit E(S,T) und c(S,T) ( b }.

Kann man das Optimierungsproblem effizient lösen, so trivialerweise auch das zugeordnete Entscheidungsproblem. Bei den meisten Problemen ließe sich aus einem effizienten Algorithmus für das zugeordnete Entscheidungsproblem ein effizienter Algorithmus für das Optimierungsproblem bauen: Zunächst ist der optimale Wert c(S) durch binäre Suche effizient ermittelbar (beachte dabei, dass wir in der Definition von L(E,c,m) ( bei „min“ und ( bei „max“ benutzt haben); hat man c(S), so ist meistens eine optimale Lösung T* daraus zu ermitteln (dies ist aber im Gegensatz zum allgemeinen Verfahren der binären Suche problemabhängig).


Auf alle Fälle gilt aber: Können wir zeigen, dass das Entscheidungsproblem L(E,c,m) nicht effizient lösbar ist, so ist das Optimierungsproblem (E,c,m) auch nicht effizient lösbar. Dies legt folgende Definition nahe:

Definition   Ein NP-Optimierungsproblem heißt NP-vollständig (oder NP-schwierig oder NP-hart), falls sein ihm zugeordnetes Entscheidungsproblem NP-vollständig ist. 

Anhang M (Mathematik)

M.1 Graphentheoretische Grundbegriffe 

Definition   Ein ungerichteter Graph G = (V,E) besteht aus einer endlichen Knotenmenge V und einer Menge E von Mengen (genannt ungerichtete Kanten) {u,v} mit u, v ( V. Ein gerichteter Graph G = (V,E) besteht aus einer endlichen Knotenmenge V und einer Menge E von Paaren (genannt gerichtete Kanten) (u,v) mit u, v ( V.

Ungerichtete Kanten sind also Zweiermengen {u,v} mit u ( v oder Einermengen {u}; wir zeichnen sie in Beispielen wie üblich:




Gerichtete Kanten werden durch Pfeile angedeutet:




Definition   Für einen ungerichteten Graphen (V,E) ist der Grad deg(w) eines Knotens w die Anzahl der Kanten {u,v} in E mit u ( v, in denen w vorkommt, plus 2, falls {u} eine Kante ist. (Eine zyklische Kante {w} trägt also mit 2 zu deg(w) bei.) Für einen gerichteten Graphen (V,E) ist der Eingangsgrad indeg(w) eines Knotens w die Anzahl der Kanten (u,w) und der Ausgangsgrad outdeg(w) die Anzahl der Kanten (w,v) in E. (Eine zyklische Kante (w,w) trägt also mit 1 sowohl zu indeg(w) als auch zu outdeg(w) bei.)

Definition   Ein Pfad in einem Graphen (V,E) ist eine Knotenfolge (u0,u1,...,um) mit {ui,ui+1} ( E im ungerichteten Fall bzw. (ui,ui+1) ( E im gerichteten Fall, für i = 0,1,...,m-1. Ein solcher Pfad heißt Pfad von u nach v, falls u = u0 und v = vm gilt; seine Länge ist m. Er heißt einfacher Pfad, falls die Knoten u0,u1,...,um paarweise verschieden sind. Er heißt Zyklus oder Kreis, falls u0 = vm gilt. Er heißt einfacher Zyklus oder einfacher Kreis, falls u0 = vm gilt und die Knoten u0,u1,...,um-1 paarweise verschieden sind. Ein einfacher Pfad heißt Hamiltonpfad, falls er jeden Knoten von V enthält. Ein einfacher Kreis heißt Hamiltonkreis, falls er jeden Knoten von V enthält. Ein Pfad heißt Eulerpfad, falls es für jede Kante {u,v} bzw. (u,v) von E genau ein i mit 1 ( i < m gibt mit {u,v} = {ui,ui+1} bzw. (u,v) = (ui,ui+1). Ein Kreis heißt Eulerkreis, falls es für jede Kante {u,v} bzw. (u,v) von E genau ein i mit 1 ( i < m gibt mit {u,v} = {ui,ui+1} bzw. (u,v) = (ui,ui+1). (Eulerpfade bzw. Eulerkreise müssen also jede Kante des Graphen genau einmal benutzen, können aber Knoten durchaus mehrfach besuchen.) Ein ungerichteter Graph (V,E) heißt zusammenhängend, wenn es für alle Knoten u, v mit u ( v einen Pfad von u nach v gibt. Ein gerichteter Graph (V,E) heißt zusammenhängend, wenn es für alle Knoten u, v mit u ( v einen Pfad von u nach v oder von v nach u gibt. Ein gerichteter Graph (V,E) heißt stark zusammenhängend, wenn es für alle Knoten u, v mit u ( v einen Pfad von u nach v gibt. Ein isolierter Knoten ist ein Knoten w, der in keiner Kante vorkommt. In einem ungerichteten Graphen ist die Zusammenhangskomponente eines Knotens u die Menge aller Knoten v, zu denen es einen Pfad von u gibt. 

Spezielle Graphen sind die Bäume.

Definition   Ein ungerichteter, zusammenhängender Graph ohne Kreise wird Baum genannt.  Ein Baum mit Wurzel ist ein Baum mit einem ausgezeichneten Knoten root. Zu jedem von root verschiedenen Knoten w gibt es in einem Baum einen eindeutigen Pfad von root zu w. Der vorletzte Knoten darin heißt der Vater von w. Alle vom Vater von w verschiedenen Knoten u mit einer Kante {w,u} heißen die Söhne von w. Ist auf den Söhnen eines jeden Knotens eine lineare Ordnung definiert, so liegt ein geordneter Baum vor. Ein Knoten ohne Söhne heißt Blatt. Innere Knoten sind Knoten, die weder die Wurzel noch Blätter sind.

Manchmal tragen Kanten noch gewisse weitere Informationen.

Definition   Ein bewerteter Graph ist ein Graph (V,E) mit einer Funktion w: E ( ( (die Menge der reellen Zahlen). Ein beschrifteter Graph ist ein Graph (V,E) mit einer Funktion w: E ( (*, wobei ( ein Alphabet ist.

Graphen bestehen manchmal aus zwei disjunkten Knotenbereichen mit Kanten ausschließlich zwischen, aber nicht innerhalb der Bereiche.

Definition   Ein bipartiter Graph ist ein 3-Tupel (U,V,E) mit disjunkten Knotenmengen U und V und einer Kantenmenge E mit ungerichteten Kanten {u,v} mit u ( U und v ( V.

Definition   Ein ungerichteter Graph (V,E) heißt Intervallgraph, falls man jedem Knoten v ( V eindeutig ein reelles Intervall I(v) zuordnen kann, so dass für alle Knoten u, v ( V gilt: 

   {u,v} ( E ( I(u) ( I(v) ( (.

Ein kleines Beispiel (und ein Intelligenztest): Zwei Spieler A und B spielen folgendes Spiel S(k), wobei k eine feste natürliche Zahl ist:

Spieler A schreibt eine Folge von k Bits auf.

Spieler B, der die Folge von A sehen kann, 

schreibt eine andere Folge mit k Bits auf.

Nun erzeugt ein fairer Zufallsbitgenerator 

ein Bit nach dem anderen in unabhängiger 

Weise.

Derjenige Spieler, dessen Folge als erste

am Stück erscheint, hat gewonnen.

Beispiel: Spieler A wählt 101, Spieler B antwortet mit 001. Die Zufallsfolge beginnt mit 100000001. An dieser Stelle stellt sich der Gewinn für Spieler B ein: 100000001. Grundsätzlich kann das Spiel in Abhängigkeit des Zufallsprozesses von jedem der beiden Spieler gewonnen werden. Nun aber die Frage:

Welcher Spieler hat im Spiel S(k) die besseren Gewinnchancen?

Mögliche Antwort 1: Jede der gewählten Folgen hat hat die Auftrittswahrscheinlichkeit 2-k, also ist das Spiel ausgeglichen. 

Mögliche Antwort 2: Spieler A hat eine Sequenz mehr zur Auswahl als Spieler B. Das spricht für Spieler A als den begünstigten.

Mögliche Antwort 3: Angenommen, Spieler B hätte einen Gewinnvorteil. Das müsste doch wohl bedeuten, dass er stets auf eine von A vorgelegte Sequenz eine günstigere dagegen setzet kann. Dann könnte doch aber A von vorn herein die beste solche Sequenz vorlegen (es gibt ja nur 2k viele solche). Das spricht wiederum für Spieler A als den begünstigten.

Mögliche Antwort 4: Für das Spiel S(1) ist alles klar. Wählt A das Bit 0, so muss B das Bit 1 wählen. Im ersten Wurf des Bitgenerators haben 0 und 1 dieselben Auftrittswahrscheinlichkeiten. Deshalb Schluss vom Beispiel zum allgemeinen Gesetz: Es wird wohl auch für alle k > 1 so sein.

Alle 4 möglichen Antworten sind falsch. Spieler B hat für k > 2 stets bessere Gewinnchancen. Für k =1 haben beide Spieler dieselbe Gewinnchance. Für k = 2 kann Spieler A so beginnen, dass Spieler B höchstens dieselbe Gewinnwahrscheinlichkeit hat.

Wie kann man dieses merkwürdige Phänomen überzeugen erklären. Diskutieren wir den Fall k = 3. Wir modellieren die Bewegung eines Fensters der Breite 2 über die vom Zufallsprozess generierte Bitfolge. Dazu verwenden wir 4 Knoten 00, 01, 10, 11 und mit 0 und 1 beschriftete gerichtete Kanten. Der Folgeknoten von Knoten ab unter Kante c ist der Knoten bc. Der Zufallsprozess entspricht nach dem Erzeugen der ersten beiden Bits ab in dieser Modellierung einem unendlich langen Pfad, der bei ab startet. Die Kanten dieses Pfades codieren die jeweils vorliegende letzte Dreiersequenz. 



 

Jetzt ist klar, welche Kante (= Bitstring der Länge 3) Spieler B jeweils wählen muss, um bessere Gewinnchancen als A zu haben: Hat Spieler A eine gerichtete Kante gewählt, so wählt B diejenige der vier umlaufenden Kanten, deren Spitze auf das Ende der von A gewählten Kante zeigt. Dann kann man sich in jedem der möglichen Fälle leicht klar machen, dass es wahrscheinlicher ist, dass B’s Kante zuerst durchlaufen werden muss, da sie so eine Art Nadelöhr (wenn wir von den Diagonalkanten absehen, ist sie wirklich ein 100%-iges Nadelöhr) für die von A gewählte Kante darstellt. Wenn A in den Diagrammen unten die rote Kante wählt, reagiert B mit der grünen Kante. Dass es keine „beste Wahl“ gibt, hat denselben Grund wie bei dem bekannten Spiel „Papier, Stein, Schere“.


 


 


 

Der Leser möge die restlichen 5 Fälle ergänzen und sich genauer Gedanken machen, wie die jeweiligen Gewinnwahrscheinlichkeiten sind. Im Fall des Spiels S(2) sieht der Graph noch einfacher aus und man erkennt, dass Spieler A durch Wahl von 01 (oder 10) ein ausgeglichenes Spiel halten kann. Der Leser möge den Graphen des Spiels S(4) aufmalen. Er hat eine ähnlich reguläre Struktur wie der für das Spiel S(3).


Interessant ist nun, dass man für k > 2 ganz allgemein beweisen kann, dass Spieler B im Vorteil ist. Interessant ist auch, dass es eine genaue Formel für die Gewinnwahrscheinlichkeiten gibt. Noch interessanter ist, dass die Beweise alles andere als trivial sind. Am interessantesten ist es, dass das Ganze auch noch Anwendungen in der Bioinformatik hat.

M.2 Eulergraphen
Satz   Sei  G = (V,E) ein ungerichteter Graph ohne isolierte Knoten. Dann sind die beiden folgenden Aussagen äquivalent:

(1) G hat einen Eulerkreis.

(2) G ist zusammenhängend und jeder Knoten hat geraden Grad.

Beweis: G habe einen Eulerkreis. Sind zwei Knoten u und v gegeben, so müssen diese in gewissen Kanten enthalten sein (da sie sonst isoliert wären). Diese Kanten müssen auf dem betrachteten Eulerkreis vorkommen. Durchlaufen wir also den Eulerkreis (in beliebiger Richtung), so gelangen wir von u nach v (und umgekehrt). Somit ist G zusammenhängend. Duchläuft der Eulerkreis einen Knoten u, so benutzt er dabei entweder genau zwei verschiedene Kanten oder eine Kante von u zu sich selbst. Beide Fälle tragen mit 2 zum Grad von u bei. Da alle Kanten in einem Eulerkreis jeweils genau einmal vorkommen müssen, folgt die Behauptung.

Umgekehrt seien die beiden Bedingungen aus (2) erfüllt. Wir konstruieren mittels eines effizienten Greedy-Algorithmus (dessen optimale Laufzeit allerdings von genauen Implementationsdetails abhängen würde, die wir nicht näher diskutieren) einen Eulerkreis. 

Dazu starten wir bei einem beliebigen Knoten u und durchlaufen eine erste Kante zu einem Folgeknoten v. Die Anzahl der noch nicht benutzten Kanten, an denen u beteiligt ist, ist somit ungerade. Ebenfalls muss v noch an einer weiteren Kante beteiligt sein. Eine solche durchlaufen wir zu einem Knoten w (der u.U. wieder u oder v sein könnte). Dieser Prozess geht solange weiter, bis wir einmal wieder zum Startknoten zurück kommen (was auch in der Tat passieren muss, da der Graph ja nur endlich viele Knoten besitzt). Sind wir zu u zurück gekehrt, so sind nun 2 der Kanten, an denen u beteiligt ist, benutzt worden. Der bislang erzeugte Kreis heiße Kreis 1.


Sind noch nicht alle Kanten des Graphen benutzt, so muss es eine unbenutzte geben, an der ein Knoten von Kreis 1 beteiligt ist (denn sonst gäbe es keine Möglichkeit mehr, Kreis 1 zu verlassen; der Graph wäre nicht zusammenhängend). Eine solche wählen wir und beginnen an dem zugehörigen Knoten von Kreis 1 in genau derselben Weise wie oben den Aufbau eines Unterkreises 1.1. Danach kann sich das Spiel noch mehrfach wiederholen und beispielsweise Unterkreis 1.2 von Kreis 1, Unterkreis 1.1.1 von Kreis 1.1, Unterkreis 1.2 von Kreis 1, etc. erzeugen. Man beachte, dass die hierarchische Anordnung all dieser Kreise daran festgemacht wird, auf welchem der bislang konstruierten Kreis der Startpunkt des nächsten liegt. Es resultiert somit eine baumartig organisierte Menge von Kreisen.










Wir durchlaufen nun die lokalen Kreise in der Reihenfolge, die durch eine Tiefensuche in ihrer Baumanordnung definiert ist: 


1 bis 1.1, 1.1 bis 1.1.1, 1.1.1 bis 1.1.1.1, 1.1.1.1 komplett, 1.1.1 zu Ende,

1.1 zu Ende, 1 weiter bis 1.2, 1.2 bis 1.2.1, 1.2.1 komplett, 1.2 bis 1.2.2,

1.2 .2 komplett, 1.2 zu Ende, 1 zu Ende, 1.3

Eine Implementation sollte dem Leser aus diesem Beispiel ins Auge springen.

Satz   Sei  G = (V,E) ein ungerichteter Graph ohne isolierte Knoten. Dann sind die beiden folgenden Aussagen äquivalent:

(1) G hat einen Eulerpfad.

(2) G ist zusammenhängend und es gilt, dass entweder jeder Knoten geraden Grad oder jeder Knoten bis auf genau zwei geraden Grad hat.

Beweis:

Haben wir einen Eulerpfad mit Start- und Endknoten u und v, so haben genau diese beiden Knoten ungeraden Grad, alle anderen haben geraden Grad. Ferner ist G wiederum zusammenhängend (da der Eulerpfad in der rückwärtigen Richtung ja auch ein Pfad ist). Gelten umgekehrt die Bedingungen aus (2) und sind u und v die beiden einzigen Knoten mit ungeradem Grad, so fügen wir hilfsweise eine weitere Kante zwischen u und v ein. In dem neuen Graphen hat jeder Knoten geraden Grad, es gibt also einen Eulerkreis. Entfernen der Hilfskante macht aus diesem einen Eulerpfad.

Satz   Sei  G = (V,E) ein gerichteter Graph ohne isolierte Knoten. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(1) G hat einen Eulerkreis.

(2) G ist stark zusammenhängend und für jeden Knoten u ist indeg(u) = outdeg(u).

(3) G ist zusammenhängend und für jeden Knoten u ist indeg(u) = outdeg(u).
Beweis:

Entlang eines Eulerkreises kann man von jedem Knoten u jeden Knoten v erreichen. Die Aussage indeg(u) = outdeg(u) ist ebenso unmittelbar einsichtig. Aus (2) folgt trivialerweise (3). Gilt (3),  so machen wir dieselbe Konstruktion wie bei ungerichteten Graphen, benutzen diese Mal nur, dass jedes Mal, wenn eine in einen Knoten einlaufender Kante verbraucht wurde, es noch eine weitere aus dem Knoten auslaufende Kante gibt, die wir als nächstens durchlaufen.

Satz   Sei  G = (V,E) ein gerichteter Graph ohne isolierte Knoten. Dann sind die beiden folgenden Aussagen äquivalent:

(1) G hat einen Eulerpfad.

(2) G ist zusammenhängend und es gilt, dass entweder 

       (2a) indeg(u) = outdeg(u) für jeden Knoten u, oder 

 (2b) es zwei Knoten u und v gibt mit outdeg(u) = indeg(u) + 1 und 

         indeg(v) = outdeg(v) + 1, und indeg(w) = outdeg(w) für alle

        von u und v verschiedenen Knoten w.

Beweis:

Gilt (1), so folgt, dass G zusammenhängend ist (nicht aber notwendig, dass G stark zusammenhängend ist). Ist G zusammenhängend und gilt (2a), so hat G sogar einen Eulerkreis. Ist G zusammenhängend und gilt (2b), so ziehen wir hilfsweise eine gerichtete Kante von Knoten v zu Knoten u, wenden den vorigen Satz an, erhalten einen Eulerkreis, löschen die Hilfskante, und verbleiben mit einem Eulerpfad.

M.3 Minimale Spannbäume
In einem ungerichteten Graphen (V,E) kann es Kreise geben. Diese können unter Umständen störend sein. Will man beispielsweise in einem zusammenhängenden Netzwerk von Computern (in dem es eben solche Kreise gibt) durch eine bestimmte Kommunikationsstruktur dafür sorgen, dass jeder Teilnehmer Nachrichten an alle anderen Teilnehmer dadurch verschicken kann, dass er die Nachricht an gewisse seiner Nachbarn sendet, die diese dann wiederum an gewisse ihrer Nachbarn (außer dem Absender, vom dem sie gerade ihre Nachricht erhalten haben) weiter reichen, so ist es sicherlich sinnvoll zu fordern, dass Nachrichten nicht ewig in dem Netzwerk herum gereicht werden können („im Netzwerk kreisen“). Dies könnte dadurch gewährleistet werden, dass man als Nachbarschaftsstruktur für die Kommunikation nur eine Teilmenge E’ der Kantenmenge E mit der Eigenschaft, dass der Teilgraph (V,E’) keine Kreise hat, benutzt. Ferner sollte immer noch jeder Knoten von jedem anderen erreichbar sein, der Teilgraph (V,E’) sollte also zusammenhängend sein. Beide Eigenschaften zusammen besagen, dass (V,E’) ein Baum sein muss. Man nennt einen solchen Baum einen Spannbaum des Graphen (V,E). Tragen die Kanten in E nun noch Kosten (Nutzergebühren oder Risiken der Abhörung etc.), so könnte man nach einem Spannbaum mit minimalen Gesamtkosten suchen. 


Der Greedy-Algorithmus beginnt mit einer billigsten Kante und erweitert dann den bereits aufgebauten Baum B jeweils um die billigste, aus der bereits überdeckten Knotenmenge C herausführende Kante {u,v}. 

INPUT 
Ungerichteter, zusammenhängender,  

 

bewerteter Graph (V,E,w);

     
NodeSet C;



EdgeSet B;



wähle {u,v} ( E mit minimalem Wert 

  

w({u,v});


 
C := {u,v};

 

B := {{u,v}};


 
WHILE C ( V DO




wähle {u,v} ( E mit u ( C, v ( C 

 


und minimalem Wert w({u,v});

 


C := C ( {v};

 


B := B ( {{u,v}};

 

END;

Satz   Der Greedy-Algorithmus erzeugt einen Spannbaum von (V,E,w) mit minimalen Kosten.

Beweis: Wir zeigen, dass es zu jedem im Verlauf des Verfahrens aufgebauten Teilbaum (C,B) einen minimalen Spannbaum (V,T) mit B ( T gibt. (Die Option auf einen minimalen Spannbaum wird also stets gewahrt.)

Dies ist nach der Initialisierung B = {{u,v}}, C = {u,v} mit einer Kante {u,v} mit minimalem Wert w({u,v}) richtig. Man betrachte dazu einen beliebigen minimalen Spannbaum (V,T) von (V,E). Wenn T die Kante {u,v} enthält, sind wir fertig. Wenn T die Kante {u,v} nicht enthält, dann wählen wir einen Pfad ( in (V,T) von Knoten u zu Knoten v (beachte, dass (V,T) als Baum zusammenhängend ist). Wir wählen auf ( eine beliebige Kante {u’,v’}. Nach Wahl von {u,v} gilt w({u,v}) ( w({u’,v’}). Nun tauschen wir in T die Kante {u’,v’} gegen die Kante {u,v} aus und erhalten T’ = (T – {{u’,v’}}) ( {{u,v}}. 





Der Graph (V,T’) hat folgende Eigenschaften:

Er hat keine Kreise: Gäbe es nämlich in (V,T’) einen Kreis, so könnte man die eventuell benutzte, neue Kante {u,v} in T’ durch den Pfad ( (roter Umweg) in (V,T) von u über u’, v’ zu v simulieren und würde damit einen Kreis in (V,T) erhalten. (V,T) als Baum kann aber keine Kreise enthalten. 

Er ist zusammenhängend: Sind a und b beliebige Knoten in V, so nehme man einen Pfad von a nach b im zusammenhängenden Baum (V,T) und simuliere eine eventuell verwendete, in T’ fehlende Kante {u’,v’} durch den Pfad in (V,T’) von u’ über u, v zu v’ (roter Umweg). 

Seine Kosten sind nicht echt größer als die Kosten von (V,T), da eine Kante gegen eine höchstens gleich teure ausgetauscht wurde. Somit ist (V,T’) ein minimaler Spannbaum von (V,E), der die anfangs gewählte Kante {u,v} enthält.

Die behauptete Aussage sei für einen bereits aufgebauten Teilbaum (C,B) schon bewiesen. Sei also (V,T) ein minimaler Spannbaum mit B ( T. Unter allen Kanten {u,v} mit u ( B und v ( B sei {u,v} eine solche mit minimalen Kosten w({u,v}). Wir betrachten B ( {{u,v}}. Kommt in T die neue Kante {u,v} vor, so ist nichts zu beweisen. Kommt in T die neue Kante {u,v} nicht vor, so betrachten wir analog wie eben irgend einen Pfad ( in (V,T) von Knoten u zu Knoten v und auf ( eine beliebige Kante {u’,v’} mit u’ ( C und v’ ( C (da ( bei einem Knoten innerhalb von C startet und bei einem Knoten außerhalb von C endet, muss es eine solche Kante geben). Nach Wahl von {u,v} gilt w({u,v}) ( w({u’,v’}). Nun tauschen wir in T die Kante {u’,v’} gegen die Kante {u,v} aus und erhalten T’ = (T – {{u’,v’}}) ( {{u,v}}.





Der Graph (V,T’) hat folgende Eigenschaften:

Er hat keine Kreise: Gäbe es nämlich in (V,T’) einen Kreis, so könnte man die eventuell benutzte, neue Kante {u,v} von T’ durch den Pfad ( (roter Umweg) in (V,T) von u über u’, v’ zu v simulieren und würde damit einen Kreis in (V,T) erhalten. (V,T) als Baum kann aber keine Kreise enthalten. 

Er ist zusammenhängend: Sind a und b beliebige Knoten in V, so nehme man einen Pfad von a nach b im zusammenhängenden Baum (V,T) und simuliere die eventuell verwendete, in T’ fehlende Kante {u’,v’} durch den Pfad in (V,T’) von u’ über u, v zu v’ (roter Umweg). 

Seine Kosten nicht echt größer als die Kosten von (V,T), da eine Kante von T durch eine höchstens gleich teure ausgetauscht wurde.

Also ist (V,T’) ein minimaler Spannbaum, der auch ncoh die neue Kante {u,v} enthält.

Der am Ende des Verfahrens erzeugte Baum (V,B) ist somit selbst ein minimaler Spannbaum. 

In obigem Beispiel erzeugt der Algorithmus folgenden minimalen Spannbaum (rote Kanten).


M.4 Hidden-Markov-Modelle (HMM)
Mit Hidden-Markov-Modellen modelliert man die zufällige Erzeugung von Strings. Die erzeugten Buchstaben bilden die dem Beobachter sichtbare Welt, hinter der eine dem Beobachter unsichtbare (hidden) Welt innerer Zustände steht, in der in probabilistischer Weise Übergänge stattfinden.


Hidden-Markov-Modelle sind aus zwei Gründen sehr beliebt. Einerseits bieten sie ein benutzerfreundliches, ausdrucksstarkes und flexibles Modellierungsinstrument, das in so unterschiedlichen Anwendungen wie Spracherkennung, Genvorhersage, multiples Alignment und vielen anderen zum Einsatz kommt. Andererseits sind sie von ihrer algorithmischen Komplexität betrachtet noch beherrschbar; es gibt effiziente Algorithmen für die beiden wichtigsten Grundanliegen jeder adaptiven Maschinerie: Trainierbarkeit auf eine gegebene Aufgabe und Generalisierung auf neue Situationen.

Definition   Ein Hidden-Markov-Modell (HMM) ist ein 5-Tupel 

M = (Q, (, q0, pM: (Q ( {q0}) ( Q ( [0,1], eM: Q ( ( ( [0,1])

mit folgenden Eigenschaften:


(
Q ist eine endliche Menge von Zuständen.


(
( ist ein Alphabet.


(
q0 ( Q ist der Startzustand.


(
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Es sind pM(q,r) zu lesen als die Wahrscheinlichkeit für den Übergang von Zustand q in den Zustand r und eM(q,x) als die Wahrscheinlichkeit für die Emission von Zeichen x durch den Zustand q.

Der Startzustand q0, der kein Zeichen emittiert, dient nur dazu, via pM(q0,q) eine Anfangsverteilung auf den Zuständen q ( Q festzulegen. Hidden-Markov-Modelle werden manchmal alternativ (aber äquivalent) so definiert, dass an Stelle eines Startzustandes q0 eine Anfangsverteilung auf Q gegeben ist (p ist dann eine Funktion von Q ( Q nach [0,1]). Die hier gewählte Definitionsvariante betont die Verwandtschaft zu endlichen Automaten.

Beispiel: Wir werfen entweder eine faire Münze, bei der mit gleicher Wahrscheinlichkeit Kopf ( oder Zahl  (  auftritt, oder mit einer unfairen Münze, bei der mit Wahrscheinlichkeit ¾  Zahl auftritt. Wir wählen mit gleicher Wahrscheinlichkeit eine der beiden Münzen aus und wechseln die Münze nur mit Wahrscheinlichkeit ¼. Wir beobachten die Ereignisfolge

(  (  ( (  (   (   (  ( ( (  ( ( (  ( ( ( (  (  ( ( ( ( ( (.

Welche Münze ist zu welchen Phasen des Werfens vermutlich benutzt worden? Das HMM ist das folgende:


Q = {q0, F, U}




( = {(, ( }


pM(q0,F) = ½  


pM(q0,U) = ½



pM(F,F) = ¾ 


pM(F,U) = ¼ 

pM(U,U) = ¾ 


pM(U,F) = ¼


eM(F,() = ½  


eM(F, ( ) = ½ 



eM(U,() = ¼


eM(U, ( ) = ¾ 

Wüssten wir, dass die Münze im Verlauf des Werfens nicht gewechselt wurde, so könnten wir für einen String S ( {(, ( }* der Länge n mit k-maligem Auftreten von Zahl leicht folgende bedingte Wahrscheinlichkeiten (die in Kürze formal definiert werden) ausrechnen:


Pr(S | q0Fn) = ( ½ )n

Pr(S | q0Un) = ( ¼ )n-k ( ¾ )k = 3k/4n

Der sog. Log-Likelihood-Test berechnet


log(Pr(S | q0Fn) / Pr(S | q0Un)) = log( 4n / (2n3k)) = n - k(log(3)

und entscheidet sich für die faire Münze, falls n - k(log(3) > 0 gilt. Bei Münzwechseln wird das Rechnen etwas aufwendiger. Es führt zu einem Problem HMM-DECODING, für dessen Formulierung wir einige weitere Wahrscheinlichkeiten definieren müssen. 

Definition   Sei M = (Q,(,q0,pM,eM) im folgenden ein fest gewähltes  HMM. Zu S ( (n und W ( Qn definieren wir:

Die Wahrscheinlichkeit, dass M  die Zustandsfolge W durchläuft, ist 
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Die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass bei Durchlaufen von W der String S emittiert wird, ist 
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Die (Verbund-)Wahrscheinlichkeit, dass W durchlaufen und S emittiert wird, ist 
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Die (Rand-)Wahrscheinlichkeit, dass S von M emittiert wird, ist 
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Die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass bei Beobachtung von S der String W durchlaufen wurde, ist 
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Es gilt die Bayessche Formel: 
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Hat man S beobachtet und maximiert man 
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 so findet man die Zustandsfolge W, welche in M die größte Wahrscheinlichkeit besitzt, S zu emittieren. Hat man S beobachtet und maximiert man 
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 so findet man die Zustandsfolge W, die mit größter Wahrscheinlichkeit von M durchlaufen wurde. Da bei der Maximierung über alle W der Wert 
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 Ohne die Gleichverteilungsannahme gilt dies aber nicht.


Ist ein Hidden-Markov-Modell M gegeben, so interessiert bei beobachtetem String S, welche Zustandsfolge W mit größter Wahrscheinlichkeit S erzeugt hat. Dies führt zu folgendem Problem:

HMM-DECODING für M = (Q,(,q0,p,e)

Eingabe:  S ( (n. 

Ziel: Berechne W ( Qn mit maximalem Wert 
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Der Viterbi-Algorithmus berechnet für alle q ( Q und i = 1,...,n  die folgende Größe:
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also die maximale Wahrscheinlichkeit für eine Zustandsfolge der Länge i, die mit q endet und S[1..i] emittiert. Diese Werte werden mittels dynamischer Programmierung wie folgt berechnet:
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Der Aufwand zur Berechnung aller Werte ist O(n(|Q|2). Der gesuchte maximale Wert PrM(W,S) über alle Zustandsfolgen W ist dann 
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. Schließlich kann eine Zustandfolge W ( Qn mit maximalem Wert PrM(W,S) durch Rückverfolgung der bei der Maximumsbildung in jedem Schritt verwendeten Zustände (trace-backs) ermittelt werden. 


Als nächstes stellt sich die Frage, wie man zu einem Hidden-Markov-Modell M kommt, welches eine bestimmte Anwendungssituation adäquat modelliert. Zunächst ist dabei zu klären, wie viele Zustände das Modell haben soll. Diese Designentscheidung definiert einen wichtigen Teil der Modellierung; man kann allerdings wenig allgemeines hierzu sagen. Wir befassen uns genauer mit der Frage, wie die Zustandsübergangswahrscheinlichkeiten und Emissionswahrscheinlichkeiten problemgerecht festlegt. Hierbei legen wir eine Folge beobachteter Strings S1, ..., Sm (evtl. unterschiedlicher Länge) zugrunde und fragen nach dem Modell M, unter welchem die Strings S1, ..., Sm mit größter Wahrscheinlichkeit erzeugt werden (most likely model M). 

HIDDEN MARKOV TRAINING bei gegebener Zustandsmenge Q

Eingabe:  Strings S1, ..., Sm
Ziel: Bestimme Hidden-Markov-Modell M = (Q,(,q0,pM,eM), so dass der Wert der Funktion
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L(M|S1, ..., Sm) wird als Likelihood von M bzgl. S1, ..., Sm bezeichnet. Eine Möglichkeit, die Wahrscheinlichkeiten pM und eM an Beobachtungen S1, ..., Sm anzupassen, macht der folgende Baum-Welch-Algorithmus. Er berechnet wahrscheinlichste Zustandsfolgen und nimmt die in diesen abzulesenden empirischen Wahrscheinlichkeiten als neue Werte für die Zustandsübergangs- und die Emissionswahrscheinlichkeiten.

INPUT Strings S1,…,Sm;

Zustandsfolgen W1,…,Wm;

FOR k = 1 TO m DO


Wk := arg max PrM(W|Sk); 

END;

FORALL (q,r) ( (Q ( {q0}) ( Q DO

 
pM’(q,r) := Anzahl aller Zustands-

 


übergänge von q zu r dividiert 

 


durch die Anzahl  aller Zustands-

 


übergänge von q zu irgend einem Zu-

 


stand in den Folgen W1,...,Wk;

END;

FORALL (q,x) ( (Q ( {q0}) ( ( DO

 

eM’(q,x) := Anzahl aller Emissionen von 

 

x durch Zustand den q dividiert 

 

durch die Anzahl aller Vorkommen 

 

von q in den Folgen W1,...,Wk;

END;

Die Hoffnung dabei ist, dass L(M’| S1, ..., Sm) sich gegenüber L(M| S1, ..., Sm) vergrößert hat, da die Übergangs- und Emissionswahrscheinlichkeiten in M’ stärker auf die zu erzeugenden Strings S1, ..., Sm zentriert sind als in M („Verengung des Modells“). Diese Verbesserung des Modells kann und sollte natürlich iteriert durchgeführt werden. 


Eine Alternative zu obigem Vorgehen, in dem zu jedem emittierten String S die wahrscheinlichste Zustandsfolge W bestimmt und statistisch ausgewertet wird, besteht darin, dass alle Zustandsfolgen W, allerdings gewichtet mit ihrer Auftrittswahrscheinlichkeit PrM(W|S), zugrundegelegt werden. Anders gesagt, man bestimmt den Erwartungswert des Zustandsübergangs von q zu r über alle Zustandsfolgen W mit der Wahrscheinlichkeit PrM(W|S) und nimmt diesen Erwartungswert als den neuen Wert pM’(q,r). Entsprechend verfährt man mit den Emissionswahrscheinlichkeiten. Dieses Vorgehen hat den Vorteil, dass es leichter analytisch zu bewerten ist. Allerdings müssen weitere Wahrscheinlichkeiten effizient berechnet werden. 


Wir verwenden folgende suggestive und in der Informatik übliche Schreibweise: In einem String mit * darf als weiteres Zeichen * vorkommen; es signalisiert, dass an der betreffenden Stelle ein beliebiges Zeichen aus dem zugrundeliegenden Alphabet stehen darf. Beispielsweise steht ab*c*a für die Menge aller Strings der Form abXcYa mit beliebigen Zeichen X und Y. Repräsentiert ein String S* mit * die Menge A von Strings, so definieren wir wie  üblich 
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. Die weiteren der oben eingeführten Wahrscheinlichkeiten werden entsprechend auf Strings mit * verallgemeinert.


Für die effiziente Bestimmung der o.g. Mittelwerte sind weitere Hilfsgrößen erforderlich.

Definition   Sei M = (Q,(,q0,pM,eM) ein Hidden-Markow-Modell und S ( (n. Für q ( Q und 1 ( i ( n und 1 ( j < n definieren wir folgende Größen:


(
(M,i(q) = PrM{*i-1 q *n-i, S[1..i] *n-i )


(
(M,i(q) = PrM{*i S[i+1..n] *n-i | *i-1 q *n-i)


(
(M,j(q,r) = PrM{*j-1 q r *n-j-1 | S)

(
(M,i(q) = PrM{*i-1q *n-i | S)

Die sog. forward variable (M,i(q) ist also die Wahrscheinlichkeit, dass in den ersten i Schritten die Zeichen S(1), ..., S(i) emittiert werden und der i-te erzeugte Zustand gleich q ist. Die sog. backward variable (M,i(q) ist entsprechend die Wahrscheinlichkeit, dass in den letzten n-i Schritten die Zeichen S(i+1), ..., S(n) emittiert werden unter der Bedingung, dass der i-te erzeugte Zustand gleich q ist. Die transition variable (M,j(q,r) ist die Wahrscheinlichkeit, dass der j-te erzeugte Zustand gleich q und der j+1-te Zustand gleich r ist. Die state variable (M,i(q) ist die Wahrscheinlichkeit, dass der i-te erzeugte Zustand gleich q ist. Wir berechnen die forward-Variablen wie folgt (es sei hierbei i < n):


[image: image44.wmf]å

Î

+

+

×

×

=

×

=

Q

r

M

M

i

M

i

M

M

M

M

i

S

q

e

q

r

p

r

q

S

q

e

q

q

p

q

))

1

(

,

(

)

,

(

)

(

)

(

))

1

(

,

(

)

,

(

)

(

,

1

,

0

1

,

a

a

a


Der Aufwand zur Berechnung aller Werte (M,i(q) ist O(|S|(|Q|2). 

Die für die Berechnung von L(M| S1, ..., Sm) benötigten Werte PrM(Sk) berechnen sich nun wie folgt (beachte, dass die direkte Berechnung auf der Basis der Definition von PrM(Sk) das Aufsummieren exponentiell vieler Werte PrM(Wk,Sk) nach sich ziehen würde):
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Alternativ könnten wir L(M| S1, ..., Sm) auch mittels der backward-Variablen berechnen. Zunächst die Formeln zur Berechnung der backward-Variablen in O(n(|Q|2) Schritten:
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Damit erhalten wir:
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Wir erhalten nun die transition-Variablen wie folgt:
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Also gilt 
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Daraus ergeben sich die state-Variablen wie folgt:
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Nun lässt sich das Modell M auf der Basis von Erwartungswerten bezüglich des beobachteten Strings S wie folgt zu einem Modell M* verbessern:
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Entsprechend lassen sich auch die Emissionswahrscheinlichkeiten an den beobachteten String S anpassen.
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Das Anpassen des Modells an endlich viele beobachtete Strings S1, ..., Sm (anstelle eines einzelnen Strings S) erfolgt in naheliegender Weise, indem sämtliche der oben verwendeten Erwartungswerte für jeden der Strings S1, ..., Sm berechnet und aufaddiert werden. Mit etwas Rechenaufwand kann nun gezeigt werden, dass L(M*| S1, ..., Sm) ( L(M| S1, ..., Sm) gilt und dass die iterierte Anwendung des Verfahrens zu einer Folge von Modellen (M(t)) führt, für die Folge der Werte L(M(t)| S1, ..., Sm) gegen ein lokales Maximum der Funktion L(M| S1, ..., Sm) (als Funktion der Modellparameter von M) konvergiert. Es muss sich dabei nicht um ein globales Maximum handeln; unser Problem wird als durch dieses Vorgehen nur in eingeschränkter Weise gelöst. Es gibt allerdings allgemeine Heuristiken zur Vermeidung lokaler Maxima (Simulated Annealing, Genetische Algorithmen). Wir verzichten auf den Beweis und verweisen auf Clote & Backofen (2000), pp. 186.

Anhang W (Werkzeuge der Bioinformatik)

In diesem Anhang sollen die wichtigsten Werkzeuge (Tools) beschrieben werden, die einem Bioinformatiker zur Verfügung stehen, um zentrale Problemstellungen zu bearbeiten. Neben den zahlreichen Basisdatenbanken, in denen große Mengen von noch nicht weiter interpretierten „Rohdaten“ wie DNA-Sequenzen oder Aminosäurensequenzen gesammelt sind (GenBank, Swiss-Prot), gibt es Datenbanken, in denen bereits interpretierte Daten zur Verfügung gestellt werden: PROSITE („protein site“) und BLOCKS sind Datenbanken, in denen sog. Sequenz-Motive von Proteinen gespeichert sind, also Muster, die für bestimmte Klassen von Proteinen charakteristisch sind. Diese Datenbanken wird man zunächst zu Rate ziehen, wenn es um die Einordnung einer neu sequenzierten Proteinsequenz geht. (Die Fixierung auf Proteine anstelle von Genomsequenzen ist dabei kein Zufall: Auf Proteinbasis hat man eine bessere Basis für statistische Ansätze als auf der „maschinennäheren“ Nukleotid-ebene; dennoch sind Genomdatenanalysen deshalb nicht ausgeschlossen, sind sie doch durch Übersetzung mittels des genetischen Codes in der Proteinwelt interpretierbar.) Dies wird dann die anschließende Suche in den Basisdatenbanken steuern, in der Regel mit der Zielrichtung, ein optimales lokales Alignment zu finden. Die Suche wird unterstützt durch heuristische Verfahren, die in den Programmpaketen FASTA und BLAST („basic local        alignment search tool“) angeboten werden. Die dabei verwendeten heuristischen Verfahren sind erheblich effizienter als die auf dynamischem Programmieren beruhenden; nur diese Effizienzsteigerung ermöglicht es, riesige Datenbanken in akzeptabler Zeit zu durchsuchen. Allerdings geht die 100%-ige Optimalitätsgarantie dabei verloren. In kritischen Fällen bzw. in Nachbearbeitungsschritten bzw. dann, wenn die Zeit ausreicht, wird man eventuell auf die exakten Verfahren zurück greifen. Das für plausibles Alignment erforderliche molekularbiologische und biochemische Hintergrundwissen ist in der gewählten Scoringfunktion (oder Distanzfunktion) codiert. Eine geeignete Scoringfunktion zu definieren, stellt ein zentrales Problem in diesem Kontext dar; bewährte Scoring-Funktionen werden mit den PAM- („point accepted mutation“) und BLOSUM- („block substitution“) Matrizen zur Verfügung gestellt.


Die genannten Stichworte: PROSITE, BLOCKS, FASTA, BLAST, PAM, BLOSUM in Kombination mit zahlreichen Basisdatenbanken stellen das zentrale Repertoire an Werkzeugen für einen Bioinformatiker dar; sie sollen im Folgenden näher beschrieben werden.

W.1 PAM-Matrizen („point accepted mutation“ oder „percent accepted mutation“)

Will man zwei Proteinsequenzen S1 und S2 vergleichen, so muss eine gewisse Vorstellung vorhanden sein, wie weit sie in der evolutionären Entwicklung voneinander entfernt sind. Bei der Messung dieser evolutionären Distanz legt man die sog. „molecular clock theory“ zugrunde, die eine im Verlauf der Evolution konstante erwartete Mutationsrate annimmt. Als Zeiteinheit wird dabei die Zeit zugrunde gelegt, in der eine von Hundert Aminosäuren im Mittel mutiert wurde. Sind zwei Aminosäurensequenzen eine solche Zeiteinheit entfernt, so sagt man, dass sie 1 PAM entfernt sind. Dies ist natürlich keine formale Definition; es unterliegt jeweils der Einschätzung des Biologen, die richtige Zahl von PAMs fest zulegen, die zwei betrachtete Sequenzen entfernt sind. Man beachte dabei auch folgendes: Sind zwei Sequenzen der Länge n beispielsweise 100 PAMs entfernt, so heißt das beileibe nicht, dass sie an allen Positionen voneinander verschieden sind. Es können sich (und werden mit hoher Wahrscheinlichkeit) von n zufällig ausgewählten Mutationen zahlreiche an denselben Positionen abspielen, manche werden vorige Mutationen überschreiben oder sogar wieder rückgängig machen. Der Stochastiker kann ausrechnen, welches Ausmaß an Verschiedenheit zwei Strings der Länge n haben werden, wenn der zweite String aus dem ersten durch (beispielsweise) n zufällige Mutationen hervor gegangen ist. So kann man selbst bei 250 PAMs, also wenn 2,5 mal n viele zufällige Mutationen auf den ersten String angewandt worden sind, das Stringpaar noch von einem Paar zufällig erzeugter Strings unterscheiden.


Für jede Zahl p von PAMs gibt es nun eine eigene PAM-p-Matrix. Wir beginnen mit der Beschreibung der PAM-1-Matrix. Zunächst braucht man eine Beispielpaare von Strings, von denen man (mehr oder weniger) verlässlich annehmen kann, dass sie die evolutionäre Distanz von 1 PAM haben. Man nimmt weiter an, dass in diesen Stringpaaren nur wenige Inserts und Deletes stattgefunden haben, dass sie also insbesondere ungefähr dieselbe Länge aufweisen. Wir definieren nun für Aminosäuren A und B die Zahl f(A,B) als die relative Häufigkeit der Paarung von A mit B in den zugrunde liegenden Stringpaaren, also als die Anzahl der Vorkommen der Paarung A,B in den Stringpaaren dividiert durch die Anzahl aller Paarungen in den Stringpaaren. Sei ferner f(A) die relative Häufigkeit der Aminosäure A in allen der zugrunde liegenden Strings. Nun vergleichen wir die Auftrittswahrscheinlichkeit f(A,B) des Aminosäurenpaars A,B mit der Wahrscheinlichkeit f(A)(f(B), dass die Paarung A,B zufällig zustande kommen kann. Ist f(A,B) größer als f(A)(f(B), so weiß man, dass in den Beispielstringpaaren A häufiger in B mutierte, als es aufgrund zufälliger Mutationen vorkommen würde. Man sollte deshalb für das Paar (A,B) einen höheren Score ansetzen als für ein Paar, bei dem f(A,B) kleiner als f(A)(f(B) ist, damit beim späteren Alignieren zweier Strings genau die in den Beispielpaaren repräsentierte Statistik sich widerspiegelt. Es hat sich folgende Festlegung eingebürgert (wobei das inhaltlich essentielle der Quotient der obigen Wahrscheinlichkeiten ist, und der Logarithmus lediglich numerische Gründe hat):
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Auf der Basis dieser Festlegung lassen sich nun weitere PAM-n-Matrizen definieren. Zunächst definieren wir Übergangswahrscheinlichkeiten in einem 1-PAM-Zeitraum von Aminosäure A zu Aminosäure B in einer Matrix M durch MAB = f(A,B)/f(A). (Dies entspricht also einer bedingten Wahrscheinlichkeit für das Auftreten von B unter der Bedingung, dass die andere Aminsäure A ist.)  Die obige Formel kann dann auch wie folgt geschrieben werden: 
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Die Übergangswahrscheinlichkeit in einem n-PAM-Zeitraum von Aminosäure A zu Aminosäure B wird dann offensichtlich durch die Matrix Mn (n-faches Matrixprodukt) beschrieben. Die Auftrittswahrscheinlichkeit des Paares (A,B) in zwei n-PAM entfernten Strings kann man also ansetzen als 
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Somit ergibt sich folgende PAM-n-Matrix als Scoringfunktion für Strings mit einer Distanz von n PAMs:
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Etwas schwarze Magie verbleibt in dem Spiel, einerseits bei der Auswahl der richtigen Zahl n für eine zu verwendende PAM-n-Matrix, aber auch in der Auswahl der Beispielstrings, auf deren Basis die PAM-1-Matrix definiert wird.


Noch eine Frage und Bemerkung zum Schluss: Warum legt man die PAM-n-Matrizen nicht ebenfalls wie die PAM-1-Matrix empirisch auf der Basis von Beispielstringpaaren fest? Ist n von der Größenordnung 100 – 250 (gebräuchliche Zahlen), so werden in Beispielsstringpaaren mehr und mehr auch InDels vorliegen, sodass man die Stringpaare nicht einfach direkt übereinander schreiben und auswerten kann. Man müsste sie erst optimal alignieren. Genau dazu bräuchten wir aber bereits eine geeignete Scoringfunktion, die wir aber erst erstellen wollen. Wir drehen uns hierbei als im Kreise. 

W.2 PROSITE („protein sites »)

PROSITE ist eine Datenbank, in der für verschiedene Proteinfamilien biologisch signifikante Muster (beispielsweise auf der Basis von Consensus-Strings ermittelt) oder Profile (wenn sich keine starken Motive als charakteristische Muster ergeben) abgespeichert sind. Für ein neues Protein kann ein Abgleich mit diesen Mustern oder Profilen durchgeführt werden, was zu einer Einordnung in eine geeignete Proteinfamilie führen kann. Die biologische Signifikanz spielt in PROSITE eine große Rolle; es geht nicht darum, irgendwelche Proteinfamiliendiskriminatoren ohne biologische Erklärbarkeit zu definieren.


Signifikante Muster sind dabei selten konkrete Einzelstrings, sondern eher Mengen von Strings, für die eine Notation gebräuchlich ist, wie man sie von sog. regulären Ausdrücken her kennt. Ein typisches PROSITE-Muster ist etwa:


G-[GN]-[SGA]-G-x-R-x-[SGA]-C-x(2)-[IV]

Hierin steht ein einzelner Buchstabe aus dem Alphabet {A, C, D, E, F, G, H, I, K, L, M, N, P, Q, R, S, T, V, W, Y, V} für die entsprechende Aminosäuren, eine Folge von Buchstaben in eckigen Klammern repräsentiert eine Alternative (wähle einen der Buchstaben aus), x bezeichnet eine beliebige Aminosäure, x(k) eine beliebige Folge von k Aminosäuren. 


Das Pattern-Matching zwischen einem String S und einem solchen regulären Muster wird durch effiziente Algorithmen unterstützt.

W.3 BLOCKS („blocks“)

BLOCKS enthält für Proteinfamilien charakteristische Blöcke, die innerhalb ihrer Familie in starker Weise konserviert sind. Es wird dabei nicht gefragt, ob ein solcher Block in funktioneller oder struktureller Hinsicht eine biologische Bedeutung hat. BLOCKS enthält einige Tausend solcher Blöcke und repräsentiert ca. 1000 Proteinfamilien. Blöcke dienen zur Klassifikation neu sequenzierter Proteine.   

W.4 BLOSUM („BLOCKS substitution“)

Die BLOSUM-Matrizen sind in Konkurrenz zu den PAM-Matrizen zu sehen; sie sind auf der Basis der in der Datenbank BLOCKS enthaltenen Information in entsprechender Weise, wie oben für die PAM-Matrizen beschrieben, abgeleitet. Die Verwendung der in BLOCKS verfügbaren konservierten Motive ergibt dabei sehr plausible Werte. Als Beispiel sind die Werte der (oft verwendeten) BLOSUM-62-Matrix angegeben:

	
	A
	C
	D
	E
	F
	G
	H
	I
	K
	L
	M
	N
	P
	Q
	R
	S
	T
	V
	W
	Y

	A
	4
	0
	-2
	-1
	-2
	0
	-2
	-1
	-1
	-1
	-1
	-2
	-1
	-1
	-1
	1
	0
	0
	-3
	-2

	C
	0
	9
	-3
	-4
	-2
	-3
	-3
	-1
	-3
	-1
	-1
	-3
	-3
	-3
	-3
	-1
	-1
	-1
	-2
	-2

	D
	-2
	-3
	6
	2
	-3
	-1
	-3
	-1
	-3
	-1
	-1
	-3
	-3
	-3
	-3
	-1
	-1
	-1
	-2
	-2

	E
	-1
	-4
	2
	5
	-3
	-2
	0
	-3
	1
	-3
	-2
	0
	-1
	2
	0
	0
	-1
	-2
	-3
	-2

	F
	-2
	-2
	-3
	-3
	6
	-3
	-1
	0
	-3
	0
	0
	-3
	-4
	-3
	-3
	-2
	-2
	-1
	1
	3

	G
	0
	-3
	-1
	-2
	-3
	6
	-2
	-4
	-2
	-4
	-3
	0
	-2
	-2
	-2
	0
	-2
	-3
	-2
	-3

	H
	-2
	-3
	-3
	0
	-1
	-2
	8
	-3
	-1
	-3
	-2
	1
	-2
	0
	0
	-1
	-2
	-3
	-2
	2

	I
	-1
	-1
	-1
	-3
	0
	-4
	-3
	4
	-3
	2
	1
	-3
	-3
	-3
	-3
	-2
	-1
	3
	-3
	-1

	K
	-1
	-3
	-3
	1
	-3
	-2
	-1
	-3
	5
	-2
	-1
	0
	-1
	1
	2
	0
	-1
	-2
	-3
	-2

	L
	-1
	-1
	-1
	-3
	0
	-4
	-3
	2
	-2
	4
	2
	-3
	-3
	-2
	-2
	-2
	-1
	1
	-2
	-1

	M
	-1
	-1
	-1
	-2
	0
	-3
	-2
	1
	-1
	2
	5
	-2
	-2
	0
	-1
	-1
	-1
	1
	-1
	-1

	N
	-2
	-3
	-3
	0
	-3
	0
	1
	-3
	0
	-3
	-2
	6
	-2
	0
	0
	1
	0
	-3
	-4
	-2

	P
	-1
	-3
	-3
	-1
	-4
	-2
	-2
	-3
	-1
	-3
	-2
	-2
	7
	-1
	-2
	-1
	-1
	-2
	-4
	-3

	Q
	-1
	-3
	-3
	2
	-3
	-2
	0
	-3
	1
	-2
	0
	0
	-1
	5
	1
	0
	-1
	-2
	-2
	-1

	R
	-1
	-3
	-3
	0
	-3
	-2
	0
	-3
	2
	-2
	-1
	0
	-2
	1
	5
	-1
	-1
	-3
	-3
	-2

	S
	1
	-1
	-1
	0
	-2
	0
	-1
	-2
	0
	-2
	-1
	1
	-1
	0
	-1
	4
	1
	-2
	-3
	-2

	T
	0
	-1
	-1
	-1
	-2
	-2
	-2
	-1
	-1
	-1
	-1
	0
	-1
	-1
	-1
	1
	5
	0
	-2
	-2

	V
	0
	-1
	-1
	-2
	-1
	-3
	-3
	3
	-2
	1
	1
	-3
	-2
	-2
	-3
	-2
	0
	4
	-3
	-1

	W
	-3
	-2
	-2
	-3
	1
	-2
	-2
	-3
	-3
	-2
	-1
	-4
	-2
	-2
	-3
	-3
	-2
	-3
	11
	2

	Y
	-2
	-2
	-2
	-2
	3
	-3
	2
	-1
	-2
	-1
	-1
	-2
	-1
	-1
	-2
	-2
	-2
	-1
	2
	7


W.5 FASTA (“fast-all”)

Sei T ein (Datenbank-)String der Länge n und W ein (Anfrage-)String der Länge m. Es wird eine Länge k vom Benutzer fixiert (oft benutzte Werte sind k = 6 für DNA-Strings und k = 2 für Proteinstrings). 

Phase 1: FASTA sucht nach allen Paare von Positionen p und q, an denen in T und W dasselbe Wort der Länge k steht. Das Paar (p,q) wird ein „hot-spot“ der Länge k genannt. 

Hot-spots sind Kandidaten für Teilsegmente von W und T, die in einem Alignment übereinander stehen könnten und dabei günstige Scoringwerte zum Alignmentwert beitragen würden. In der beim dynamischen Programmieren verwendeten Tabelle würde ein solches Alignment im trace-back-Pfad einem Teilstück auf der p-q-ten Diagonalen entsprechen; beispielsweise für k = 5, p = 6 und q = 4 dem folgenden Teilstück auf der 2-ten Diagonalen (die Hauptdiagonale hat die Nummer 0, alle oberhalb/unterhalb dieser Hauptdiagonalen liegenden Diagonalen haben positive/negative Werte):















Bei kleinen Werten von k werden hot-spots wie folgt effizient bestimmt. Wir betrachten als Beispiel k = 2, W = AATCTCAATAATCA, T = ATTATTAACACAC. Wir scannen T von links nach rechts und legen dabei eine „lookup table“ an, in der für jeden String der Länge k alle Startpositionen i angegeben sind, an denen er in T vorkommt. Dann scannen wir W, lesen an jeder Position j von W das an Position j beginnende Wort H der Länge k, holen aus der lookup table für T alle Positionen i, an denen H in T vorkommt, und speichern unter j alle „offsets“ i – j ab. Somit steht nun unter jeder Position j von W die Liste aller Diagonalen, in denen das bei j beginnende Wort der Länge k vorkommt. 































Als nächstes sucht FASTA nach Folgen von hot-spots in derselben Diagonalen, in der Literatur auch Regionen („regions“) oder Diagonalläufe („diagonal runs“) genannt). Solche Regionen müssen nicht unbedingt alle hot-spots in ihrer jeweiligen Diagonalen enthalten. FASTA bestimmt die 10 Regionen mit dem höchsten Wert auf der Basis der einfachen Scoringfunktion, bei jeder in einer Region vorkommende hot-spot positiv und jede in einer Region zwischen zwei aufeinander folgenden hot-spots vorkommende Lücke negativ bewertet wird, wobei längere Lücken stärker negativ bewertet werden als kürzere Lücken. Es werden also näher zusammen liegende hot-spots beim Zusammenfassen zu Regionen favorisiert. In einer Diagonalen kann es mehrere solcher optimaler Regionen gegen, da sich hot-spots überlappen können. Die Ermittlung dieser 10 besten Regionen ist ebenfalls in effizienter Weise möglich. Es wird dabei ein offset-Vektor benutzt, der für jeden offset d = i – j angibt, wie oft er als offset eines hot-spots vorkommt. Die Diagonalen d mit hohen Werten sind Kandidaten für Diagonalen, in denen gute Regionen gesucht werden. In unserem Beispiel ergibt sich folgender offset-Vektor:





In unserem Beispiel könnten etwa 3 gute Regionen die folgenden sein:


















Phase 2: Jede der 10 Regionen definiert ein lokales Alignment ohne Indels zweier Segmente von W und T mit matches an den hot-spot-Positionen und Mismatches an den Lückenpositionen. Diese Segmentpaare werden mit einer PAM- oder BLOSUM-Matrix optimal lokal  aligniert. Das beste dieser 10 lokalen Alignments habe den Score init1.

Phase 3: Nun wird versucht, die besseren der in Phase 2 gewonnenen lokalen Alignments (vorzugsweise das mit Wert init1) zu längeren Alignments zu kombinieren, wobei wir nun – zwangsweise, weil wir nun verschiedene Diagonalen verbinden – auch InDels zulassen müssen. Der optimale Wert eines dabei gewonnenen lokalen Alignments sei initn.

Phase 4: In Konkurrenz zu dem Vorgehen in Phase 3 wird, ausgehend von dem in Phase 2 gewonnenen lokalen Alignment mit Wert init1 in einem Band um die diesem Alignment zugrunde liegende Region ein optimales lokales Alignment mit Wert opt bestimmt. Hierbei wird der in 3.5 für das Alignment ähnlicher Strings beschriebene Algorithmus durchgeführt.

Vielversprechende Kandidatenstrings T in einer Datenbank werden gemäß der Werte initn oder opt ausgewählt. Mit diesen wird dann W mit dem exakten Algorithmus für lokales   Alignment aligniert. Das beste Alignment wird schließlich zurückgegeben. Eine schematische Darstellung illustriert das Vorgehen noch einmal in der Zusammenfassung.


[image: image58.wmf] 


W.6 BLAST (“basic local alignment search tool”)

BLAST  berechnet zu einem Datenbankstring T und Anfragestring W für vorgegebene Werte k und s alle Segmentpaare T[p..(p+k-1)], W[q..(q+k-1)] der Länge k, die sich mit einem Score der Mindestgröße c alignieren lassen. Alle diese Segmentpaare lassen sich effizient ermitteln, wenngleich dies algorithmisch nicht völlig trivial ist. Sie werden „hot-spots“ oder „hits“ genannt. Nun versucht BLAST, durch Ausdehnen der hot-spots an den beiden Enden sog. lokal maximale Segmentpaare zu erzeugen. Dabei heißt ein Segmentpaar lokal maximal, falls es weder durch Verlängern um jeweils einen Buchstaben an einem Ende noch durch Verkürzen um jeweils einen Buchstaben an einem Ende möglich ist, den Score zu vergrößern. Beispielsweise wäre folgendes (hell- und dunkelblau gezeichnete) Segmentpaar (bei der einfachen Editierscoringfunktion) lokal maximal:



Sowohl Verlängern wie Verkürzen würde den Score reduzieren. Stellen wir uns vor, dass dieses lokal maximale Segmentpaar aus dem (dunkelblau gezeichneten) „hot-spot“ AGT durch Verlängern hervor gegangen ist, so wird klar, dass bei diesem Vorgang zeitweise eine Verschlechterung des Scores hingenommen werden musste. BLAST toleriert solche zeitweiligen Verschlechterungen, aber nur bis zu einem gewissen Maß, das vom bislang schon erreichten besten Score und Voreinstellungen abhängt. 


Lokal maximale Segmentpaare werden sodann, ähnlich wie bei FASTA, zu größeren lokalen Alignments kombiniert; hierbei ergeben sich nun auch InDels in den Alignments.
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Hier können alle Starpositionen von Vorkommen von S in T abgelesen werden
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Jede Aminosäure wird in der RNA durch ein Basentripel codiert. Der 1961 gefundene genetische Code sagt, wie. Beispielsweise codiert das Tripel GUC die Aminosäure Valin. Die Tripel UAA, UAG und UGA codieren ein STOP-Signal, das die Synthese eines Proteins beendet. Das Tripel AUG codiert die Aminosäure Methionin und ist gleichzeitig das START-Signal für die Synthese eines Proteins.
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Elektrische Spannung





In etwas abstrakterer Darstellung sieht ein DNA-Teilstück wie folgt aus:





An den C-Atomen mit der Nummer 1 hängen die Basen. Diese bilden durch nonkova-lente Bindungen die Paare A-T und G-C in der durch das Bild links dargestellten Weise. Die Basen A und G sind die sog. Purine, die Basen C und T die Pyrimidine. Die Bindung C-G ist etwas stärker als die Bindung A-T.





Der Backbone entsteht, indem ein Phosphatmolekül zwischen je zwei Zuckermolekülen eine sog. Phosphodiesterbrücke bildet.








Phosphatmolekül





Desoxyribose





Träger der genetischen Information, d.h. der Baupläne für Proteine, ist die von Watson und Crick 1953 entdeckte Doppelhelix der DNA. Sie besteht aus zwei komplementären Strängen, die auf einem Rückgrat (backbone) von Zuckermolekülen (Desoxyribose) sog. Basen aufgereiht haben. Basen sind Adenin (A), Cytosin (C), Guanin (G) und Thymin (T). In der Abfolge der Basen ist die genetische Information codiert. Die beiden Stränge der DNA sind durch nonkovalente (schwache) Bindungen zwischen komplementären Basenpaaren A und T bzw. C und G aneinander gekoppelt und bilden eine räumliche Verwindungsstruktur in Form einer Doppelhelix (Wendeltreppe).
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lookup table: Strings der 
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