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§1 Genome Mapping

Will man eine sehr lange DNA-Sequenz (Hunderte von Millionen von Basenpaaren lang)  analysieren, so liegt es nahe, zunächst eine grobe Kartierung der Sequenz zu versuchen. In diese Richtung gehen verschiedene Verfahren, die aber stets das folgende allgemeine Vorgehen gemeinsam haben:

Die DNA-Sequenz wird mehrfach kopiert. Die Kopien werden sodann gezielt oder zufällig in längere überlappende Fragmente zerlegt. Da die Fragmente zwecks biochemischer Untersuchungen vervielfältigt werden, nennt man sie auch oft Clones. Für jeden Clone wird ein sog. Fingerabdruck ermittelt. Ein solcher enthält gewisse Merkmale des Clones wie beispielsweise seine Länge oder das Vorkommen gewisser Muster auf ihm. Aus den Fingerabdrücken versucht man beispielsweise die Reihenfolge der Clones auf dem DNA-Strang zu ermitteln oder zumindest auf eine (oder alle) mögliche Reihenfolge der Clones zu schliessen. Bei dieser Aufgabe hilft uns weiter, dass in den Überlappungen der Clones Redundanz steckt, die eine Rekonstruktion der Reihenfolge unterstützt. Ohne solche Überlappungen wäre jede Reihenfolge möglich. 

Wir werden die folgenden Verfahren kennen lernen: Single Digest, Double Digest, Mapping By Hybridization (MBH), Intervallgraphmethode. 

1.1 Single Digest 

Restriktionsenzyme sind in der Lage, DNA an bestimmten Stellen (restriction sites), an denen ein bestimmtes Muster (in der Regel eine Palindrom) vorkommt, zu zerschneiden. Wir verwenden ein solches Restriktionsenzym A. Lassen wir es hinreichend lange auf unsere DNA einwirken, so wird diese an allen Restriction Sites von A zerschnitten und wir erhalten alle Fragmente zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Restriction Sites. Dann können wir die Längen dieser Fragmente messen. Sei Lcomplete(A) die aufsteigend sortierte Liste dieser Längen. Leider nützt Lcomplete (A) nichts, um die wahre Reihenfolge der Fragmente und damit die wahren Positionen der Restriction Sites zu bestimmen: Jede Permutation der Fragmente würde dieselbe Liste liefern. Anstelle eines solchen Complete Digest lassen wir unser Restriktionsenzym nur kurz auf die DNA einwirken. Ein solcher Partial Digest zerschneidet diese nur an manchen Restriction Sites, so dass wir Fragmente zwischen Restriction Sites erhalten, die nicht unbedingt aufeinander folgen müssen. Machen wir eine solchen Partial Digest mit Kopien der DNA mehrfach und messen die Fragmentlängen, so können wir hoffen, alle Längen zwischen je zwei Restriction Sites (und nicht nur aufeinander folgenden) zu erhalten. Die aufsteigend sortierte Liste all dieser Längen nennen wir Lpartial(A). Sie enthält nun wieder das nötige Quantum Redundanz, so dass wir hoffen können, die wahren Positionen der Restriction Sites daraus rekonstruieren zu können.

Beispiel:


    

Lcomplete(A) = [8,4,5,2,7,3], Lpartial(A) = [2,2,3,7,8,9,10,11,12,17,18,19,21,26,29]. 

Machen wir einen Versuch, die Positionen der Restriction Sites aus Lpartial(A) zu rekonstruieren. Wir sagen, dass zwei Punkte a und b mit b > a auf der Zahlengeraden die Länge b-a realisieren. Lpartial(A) hat 15 Elemente; diese könnten mit 6 Punkten realisiert werden, denn 15 = 6(5/2. Wir beginnen mit der größten Länge 29; diese definiert die Außenpunkte der betrachteten DNA. 


    

Wir halten in einer Menge P die schon ermittelten Positionen fest und in einer Restliste R die noch nicht realisierten Längen:


P = {0,29}
R = [2,2,3,7,8,9,10,11,12,17,18,19,21,26]

Die nächste Länge ist 26; diese entweder von Randpunkt 29 oder Randpunkt 0 aus realisiert werden, denn eine Realisierung im Inneren des Intervalls [0,29] würde eine weitere Länge > 26 nach sich ziehen. Man beachte, dass diese „Verankerung“ der gerade aktuellen maximalen noch nicht realisierten Länge an einem der beiden Randpunkte 0 oder 29 in jedem weiteren Konstruktionsschritt erfolgt. Die Frage ist dabei nur, ob wir an 0 oder an 29 verankern. Zu Beginn ist die Situation noch symmetrisch; o.B.d.A. verankern wir die Länge 26 relativ zum Punkt 0 und erhalten:


    


P = {0,26,29}

R = [2,2,7,8,9,10,11,12,17,18,19,21]

Die Realisierung von 21 relativ zu Punkt 0 geht nicht, da dies eine nicht vorhandene Länge 5 nach sich ziehen würde:


    

Es geht aber relativ zum Punkte 29:


    


P = {0,8,26,29}

R = [2,2,7,9,10,11,12,17,19]

Länge 19 kann nicht mit Punkte 10 realisiert werden, da es dann auch die Länge 26 – 10 = 16 geben müsste. Also ergibt sich:


    


P = {0,8,19,26,29}

R = [2,2,9,12,17]

Länge 17 lässt sich nicht mehr konsistent platzieren:


    

Hierbei würden wir die Länge 10 und nur einmal Länge 2 erhalten.


    

Hierbei würden wir die Länge 4 und nur einmal die Länge 2 erhalten.

Da es keine alternativen Platzierungsmöglichkeiten gab, haben wir festgestellt, dass die ursprüngliche Längeliste nicht durch 6 Punkte realisiert werden kann.

Bemerkungen: Im allgemein Fall hilft uns der Bezug auf die beiden Randpunkte 0 und Max als Bezugspunkte, die Anzahl der durchzuprobierenden weiteren Platzierungen von weiteren k Punkten von bin(Max-2,k) („bin“ bezeichnet den Binomialkoeffizienten) auf 2k zu reduzieren, wobei sehr häufig nur eine der beiden Wahlen übrig bleibt. Finden wir einmal keine Platzierungsmöglichkeit mehr, so müssen wir zur zuletzt gewählten Platzierungsoption zurückkehren und die zweite Alternative ausprobieren. Man beachte auch, in welcher Weise Duplikate in dem Verfahren korrekt berücksichtigt werden:

Lpartial(A) = [..., 29,29] ließe eine erste Realisierung von 29 zu, dann aber keine weitere solche. 

Lpartial(A) = [2,2,6,8,8,10] ließe folgende Realisierung zu:


   

P = {0,10}
R = [2,2,6,8,8]

   





P = {0,8,10}
R = [2,6,8]

   




P = {0,2,8,10}

R = [ ]

Definition   Für eine Menge P natürlicher Zahlen sei ((P) die aufsteigend sortierte Liste aller Abstände b-a mit a ( P, b ( P mit a < b. 

Für eine weitere Zahl x sei ((x,P) die aufsteigend sortierte Liste aller x-p  für p ( P und x > p und aller p-x  für p ( P und x < p.

Eine Liste B heißt Teilliste einer Liste A, falls A sämtliche Elemente von B enthält, wobei mehrfach auftretende Elemente von B in entsprechender Anzahl in A vorhanden sein müssen. Wir notieren dies durch B ( A. 

Für eine Listen A und B mit B ( A entstehe die Liste A – B, indem für jedes Vorkommen eines Elementes b von B genau ein Vorkommen von b in A gelöscht wird.

Das Verfahren verwaltet zu gegebener Liste L mit maximalem Element Max eine Punktemenge P und eine Restliste R mit ((P) = L – R. 

Wir beginnen mit P = {0,Max} und R = L – [Max]. Sind im Verlauf des Algorithmus P und R mit ((P) = L – R erzeugt, so betrachten wir das maximale Element x in R (sofern R nicht schon die leere Menge ist; in diesem Fall bricht das Verfahren mit Erfolg ab). Die möglichen Fälle sind:

	x ( P
	Punkt x ist kein zweites Mal wählbar.

	x ( P und nicht ((x,P) ( R
	Punkt x kann nicht gewählt werden.

	x ( P und ((x,P) ( R
	Punkt x kann gewählt werden.

	Max - x ( P
	Punkt Max - x ist  kein zweites Mal wählbar.

	Max - x ( P und nicht ((Max - x,P) ( R
	Punkt Max - x kann nicht gewählt werden.

	Max - x ( P und ((Max - x,P) ( R
	Punkt Max - x kann gewählt werden.


Die Zeilen 3 und 6 beinhalten die beiden Wahlmöglichkeiten, die in einem Backtrackingverfahren durchprobiert werden, bis entweder einmal eine komplette Realisierung der Längen der Startliste L erzielt wird (also R leer wird) oder alle Rücksetzmöglichkeiten erfolglos durchprobiert wurden. Die worst-case-Laufzeit des Verfahrens ist O(2n), man kann aber zeigen, dass die mittlere Laufzeit wesentlich besser ist, nämlich O(n2(log(n)).

Summa summarum können wir festhalten, dass Partial Digest vom algorithmischen Standpunkt betrachtet zwar im worst case nicht effizient ist, in den meisten praktischen Fällen aber doch praktikabel wäre. Leider ist die biotechnische Seite nicht erfreulich: Partial Digest labortechnisch zu realisieren ist aufwendig. 

1.2 Double Digest

Labortechnisch leicht zu realisieren ist das vollständige Zerschneiden des DNA-Stranges an allen Restriction Sites des Enzyms A. Dies liefert eine Liste Lcomplete(A). Machen wir dasselbe mit einem zweiten Enzym B, so erhalten wir entsprechend Lcomplete(B). Nun zerschneiden wir ein drittes Mal, und zwar mit beiden Enzymen A und B gleichzeitig, und erhalten eine dritte Liste Lcomplete(A+B). Aus den drei Listen kann man versuchen, auf die jeweiligen Positionen der Restriction Sites zu schließen.

DOUBLE DIGEST PROBLEM (DDP)


Eingabe: Drei Listen A, B und C natürlicher Zahlen.


Ziel: Man finde Permutationen A*, B*, C* der Listen A, B, C, so 

dass die Überlagerung (siehe Bild) von A* und B* gleich C* ist.



überlagern sich zu


Die formale Definition sollte klar sein.

Beispiel: Man versuche sich an den drei Listen


A = [3,6,8,10]


B = [4,5,7,11]


C = [1,2,3,3,5,6,7]

Das Problem ist leider wieder ein schwieriges.

Satz   DDP ist NP-vollständig.

Beweis: Wir reduzieren das bekannte NP-vollständige Partitionsproblem (Anhang I) auf DDP. Seien dazu natürliche Zahlen x1, x2, ..., xn gegeben. Falls S := x1 + x2 + ... + xn ungerade ist, gibt es keine Zerlegung in zwei Teilsummen mit gleichem Wert; wir reduzieren das Problem auf die Eingabe A = {1, 3}, B = {2, 2}, C = {1, 3}, welche keine Lösung zulässt. Falls S gerade ist, reduzieren wir das Problem auf A =[x1, x2, ..., xn], B = [S/2, S/2], C = [x1, x2, ..., xn].Offensichtlich ist x1, x2, ..., xn in zwei Teilsummen mit gleichem Wert zerlegbar genau dann, wenn A, B, C hat Lösung hat. Somit ist auch DDP NP-vollständig.

Double Digest wäre zwar biotechnisch gesehen praktikabel, leider aber algorithmisch gesehen nicht. Ein Verfahren, das sowohl vom biologischen wie vom algorithmischen Standpunkt praktikabel ist, erhalten wir mit dem folgenden Ansatz.

1.3 Mapping by Hybridization (MBH)
Wir verwenden eine Menge von DNA-Strings, von denen wir wissen, dass sie in der zu analysierenden DNA jeweils nur an genau einer Stelle vorkommen (sequence tagged sites). Diese Strings werden auch Probes genannt. Für jeden Clone C und jeden Probe P ermitteln wir durch ein Hybridisierungsexperiment, ob P auf C als Teilstring vorkommt. Sämtliche Ergebnisse können in einer binären Matrix M festgehalten werden:


Mij := 1, falls Clone Ci Probe Pj enthält


Mij := 0, falls Clone Ci Probe Pj nicht enthält











Probes, aber nicht in ihrer wahren Reihenfolge:

Matrix M ( „1“ entspricht schwarzem Feld):













Uns interessiert die wahre Reihenfolge der Probes und/oder der Clones auf der DNA. Beides ist für etwas gut. 

Haben wir die Reihenfolge der Probes ermittelt, so können wir für ein neues DNA-Teilstück T seine Position in der Gesamt-DNA dadurch grob ermitteln, dass wir überprüfen, welche Probes auf T vorkommen. 





Haben wir die Reihenfolge der Clones ermittelt, diese dann im Detail sequenziert (siehe nächster Paragraph) und kennen wir die genauen Überlappungen aufeinanderfolgender Clones, so haben wir damit auch die Gesamt-DNA sequenziert. Aus einer Reihenfolge der Probes können wir auf eine mögliche (von eventuell mehreren) Reihenfolge der Clones schließen. Umgekehrt gilt das entsprechende.

Wir setzen zwei Dinge voraus:

(1) Jeder Clone enthält mindestens einen Probe.

(2) Jeder Probe kommt nur an einer einzigen Stelle der Gesamt-DNA vor.

Dies impliziert, dass ein Clone nicht an zwei verschiedenen Stellen der DNA vorkommen kann. Somit müssen wir uns nicht mit dem stets unangenehmen Problem der sog. Repeats befassen.

Lemma: Tragen wir die Probes als Spalten der Matrix M in ihrer wahren Reihenfolge auf, so stehen in jeder Zeile von M die Einsen nebeneinander. Die Matrix M hat die sog. Consecutive Ones Property.

Beweis: Wenn j minimal ist, so dass Probe Pj auf Clone Ci vorkommt, und k maximal ist, so dass Probe Pk auf Clone Ci vorkommt, so enthält Zeile i in den Spalten von j bis k Einsen, sonst Nullen.

Dies führt uns zu folgendem algorithmischen Problem:

CONSECUTIVE ONES PROBLEM (C1P)


Eingabe: Eine binäre n(m-Matrix M, bei der in jeder Zeile


mindestens eine 1 steht.


Ziel: Finde eine (alle) Permutationen der Spalten mit der 

Eigenschaft, dass nach Durchführung der entsprechenden Spalten-

permutationen die Einsen in jeder Zeile nebeneinander stehen.

Im Folgenden betrachten wir ein etwas kleineres Beispiel als das obige:









Es gibt fak(9) = 362880 viele Spaltenpermutationen. Eine blinde Suche hilft uns sicher bei noch größeren Beispielen sicher nicht weiter. Man hat andererseits das unbestimmte Gefühl, dass eine Spaltensortierung etwas zielgerichteter möglich sein müsste.

Definition   Für eine binäre m(n-Matrix M definieren wir für jede Zeile i = 1,...,n die folgende Menge: Si :=  {j | 1 ( j ( m und Mij = 1 }

Mit Si halten wir also die Menge der Spalten fest, die nebeneinanderstehen müssen, damit in Zeile i alle Einsen benachbart sind. Die folgenden Feststellungen leiten uns zu einem erfolgreichen algorithmischen Ansatz:

(1) Sind i und i’ Zeilen mit disjunkten Mengen Si und Si’, so können wir Zeilen i und i’ unabhängig voneinander ordnen.

(2) Sind i und i’ Zeilen mit Si ( Si’, so können wir erst Zeile i ordnen und dann innerhalb des bereits erzielten Blocks von Einsen in Zeile i die Spalten in Si’ weiter bearbeiten, um auch noch die Einsen in Zeile i’ zu ordnen. Dies zerstört nicht die bereits zuvor erzielte Blockbildung der Einsen in Zeile i. 

(3) Es verbleiben die Fälle, in denen sich Mengen Si und Si’ echt überlappen.

Definition   Sei M eine binäre m(n-Matrix. Der Overlapgraph von M

ist der ungerichtete Graph (V,E) mit Knotenmenge V = {1, 2, ..., n} und Kantenrelation E = { {i,i’} | Si ( Si’ ( (, Si ( Si’ , Si’ ( Si’}. Für {i,i’} ( E sagen wir auch, dass i und i’ überlappen.

Wir erkennen eine Kante {i,i’} ( E daran, dass es in M drei Spalten gibt, in denen in Zeilen i/i’ steht: 1/1 bzw. 1/0 bzw. 0/1. Im obigen Beispiel sieht der Overlapgraph wie folgt aus:





Er zerfällt in vier Zusammenhangskomponenten. Wir kümmern uns als erstes darum, wie man Zeilen in derselben Zusammenhangskomponente ordnet. Nach der obigen Diskussion scheint dies der einzig schwierige Fall zu sein; in Wahrheit helfen uns Überlappungen herauszufinden, wie die Einserblöcke verschiedener Zeilen relativ zueinander platziert werden müssen. Wir betrachten dazu drei Zeilen i, i’ und i’’, die wie folgt verbunden sind:



Die Einsen in Zeile i seien im Block angeordnet worden, wobei die absolute Lage des Blocks noch variable ist:


Die damit partiell überlappenden Einsen in Zeile i’ können links davon oder alternativ rechts davon platziert werden, wobei der erste Block eventuell zu verschieben ist. Wir legen den zweiten Block o.B.d.A. links neben der ersten:



Nun ist die Frage, wie die Einsen der dritten Zeile platziert werden sollen. Wir betrachten zu diesem Zweck die drei Zahlen


x := |Si’’ ( Si|

y := |Si’’ ( Si’|

z := |Si’ ( Si|

die in den folgenden Diagrammen mit Pfeilen angedeutet sind. Wir untersuchen die 2 Möglichkeiten, wie der dritte Einserblock links vom zweiten platziert sein kann (man beachte, dass sich Si’’ und Si’ überlappen müssen; ebenso müssen sich Si’ und Si überlappen): 




Hier ist x = 0, 0 < y, 0 < z.




Hier ist x < y, x < z. In beiden Fällen ist x < min{y,z}.

Nun betrachten wir die vier Fälle, wie der dritte Einserblock rechts vom zweiten platziert sein kann:




Hier ist x > y. 




Hier ist x > y. 




Hier ist x > z. 




Hier ist x > z. In allen vier Fällen gilt x > min{y,z}.

Am Vergleich von x mit min{y,z} können wir also ablesen, ob wir versuchen müssen, den dritten Block links vom zweiten oder rechts vom zweiten zu platzieren. Auf jeden Fall gilt, dass es keine zwei Wahlmöglichkeiten mehr gibt. Dies ist der Schlüssel für einen effizienten Algorithmus: Ab dem dritten Block in einer Zusammenhangskomponente gibt es keine Wahlmöglichkeiten mehr; ob die einzig verbleibende Möglichkeit auch tatsächlich realisierbar ist, hängt von den bereits vorher platzierten Zeilen ab und muss lediglich überprüft werden.

Der symmetrische Fall, dass der zweite Block rechts vom ersten platziert wurde, ist entsprechend durchzurechnen.

Nun müssen wir uns mit der Interaktion verschiedener Zusammenhangskomponenten befassen. Wir ordnen Zusammenhangskomponenten in dem folgenden Inklusionsgraphen an:

Definition   Der Inklusionsgraph zur Matrix M ist der gerichtete Graph (V,E), der als Knotenmenge V die Menge der Zusammenhangskomponenten des Overlapgraphen hat und als Kantenrelation die folgende Menge 

E :=  { ((,() |  ( ( ( und es gibt i ( ( und j ( ( mit Sj ( Si }

In unserem Beispiel sieht dieser Graph wie folgt aus:









Uniformitätslemma: 

Sei ((,() eine Kante im Inklusionsgraphen von M, sei etwa a ( ( und b ( ( mit Sb ( Sa. 

(a) Für alle j ( ( gilt dann ebenso Sj ( Sa.

(b) Es seien i ( ( und i’ ( (überlappend. Es sei bereits Sj ( Si für alle j ( ( gezeigt. Es gebe kein j ( ( mit Sj ( Si’. Dann gilt Sj ( Si’ = ( für alle j ( (.

(c) Es seien i ( ( und i’ ( (überlappend. Es sei bereits Sj ( Si = ( für alle j ( ( gezeigt. Es gebe kein j ( ( mit Sj ( Si’. Dann gilt Sj ( Si’ für alle j ( (.

Illustration: Zusammenhangskomponenten „rot“, „blau“, „gelb“, jeweils schon mit geordneten Einserblöcken:





Beweis: 

(a) Sei a ( (, b ( ( und Sb ( Sa. Wir zeigen Sj ( Sa für alle j ( (, die mit b überlappen. Iterieren wir diesen Schluss, so erhalten wir die gewünschte Aussage für alle j ( (. 

Sei also j ( ( mit j verbunden. Da j nicht in ( liegt, gilt:


 Sa ( Sj = ( oder Sa ( Sj  oder Sj ( Sa
Wegen Sb ( Sa wäre im ersten Fall Sb ( Sj = (, im zweiten Fall Sb ( Sj. Keines von beidem kann sein, da j und b überlappen. Also ist Sj ( Sa.

(b) Seien i ( ( und i’ ( ( überlappend, sei Sj ( Si für alle j ( (, es gebe kein j ( ( mit Sj ( Si’. Sei nun ein beliebiges j ( ( gegeben. Da j nicht in ( liegt, gilt:


 Sj ( Si’ = ( oder Sj ( Si’  oder Si’ ( Sj
Der zweite Fall ist nach Voraussetzung ausgeschlossen. Im dritten Fall würde nach Voraussetzung Si’ ( Si folgen, was nicht geht, da i und i’ überlappen. Also ist Sj ( Si’ = (.

(c) Seien i ( ( und i’ ( ( überlappend, sei Sj ( Si = ( für alle j ( (, es gebe kein j ( ( mit Sj ( Si’. Sei nun ein beliebiges j ( ( gegeben. Da j nicht in ( liegt, gilt:


 Sj ( Si’ = ( oder Sj ( Si’  oder Si’ ( Sj
Der zweite Fall ist nach Voraussetzung ausgeschlossen. Im dritten Fall würde nach Voraussetzung Sj’ ( Si = (  folgen, was nicht geht, da i und i’ überlappen. Also ist Sj ( Si’ = (.

Korollar:

(a) Sei ((,() eine Kante im Inklusionsgraphen von M und i ( (. Dann gilt entweder Sj ( Si  für alle j ( (, oder aber Sj ( Si = (  für alle j ( (.

(b) Ist weder ((,() noch ((,() eine Kante im Inklusionsgraphen von M, so gilt für jedes i ( ( und jedes j ( (, dass Sj ( Si = ( ist.

Beweis: 

(a) Sei ((,() eine Kante im Inklusionsgraphen von M. Für alle i ( (, zu denen es ein j ( ( mit Sj ( Si gibt, folgt die Aussage mit Lemma (a). Für alle i ( (, zu denen es kein j ( ( mit Sj ( Si gibt, folgt mit Lemma (b) und (c)  iterativ über die Verbindungsstruktur der Zusammenhangskomponente (, dass Sj ( Si = ( für alle j ( ( gilt.

(b) Sei weder ((,() noch ((,() eine Kante im Inklusionsgraphen von M. Sei i ( ( und j ( (. Dann folgt Sj ( Si = ( oder Sj ( Si  oder Si ( Sj. Der zweite und der dritte Fall scheiden nach Voraussetzung aus. 

Die Elemente j von ( verhalten sich also zu Element i von ( in uniformer Weise: Entweder sind alle Sj Teilmengen von Si oder alle Sj sind disjunkt zu Si. Dies erlaubt es dann, die Zusammenhangskomponente ( zu ordnen, nachdem die Zusammenhangskomponente ( geordnet wurde; dies bedeutet für die Zeilen in ( nur internes Umsortieren in den bereits gebildeten Einserblöcken oder Umsortieren in dazu disjunkten Einserblöcken. Beides zerstört die bereits erfolgte Blockbildung in den Zeilen aus ( nicht mehr. Dies ginge nicht, wenn für manche j’ ( ( gelten würde Sj’ ( Si  und für manche j’’( ( gelten würde Sj’’ ( Si = (.

Wir ordnen die Zeilen unseres kleinen Beispiels in einer durch den Inklusions- und den Overlapgraphen vorgegebenen Reihenfolge:

Zeile 1 ordnen









Zeile 2 ordnen









Zeile 3 ordnen









Zeile 4 ordnen


Zeile 5 ordnen









Zeile 6 ordnen









Zeile 8 ordnen









Zeile 7 ordnen









Zeilen vertauschen









Eine mögliche Reihenfolge der Probes ist also 1, 2, 7, 4, 5, 9, 8, 3, 6. Eine mögliche Reihenfolge der Clones ist 1, 2, 3, 7, 6, 8, 4, 5.

Will man alle möglichen Reihenfolgen der Spalten bestimmen, so geht das beispielsweise wie in Meidanis & Setubal, indem man die Zeilen der Reihe nach bearbeitet und sich jeweils noch beliebig zulässige Permutationen durch Einschluss von Spaltenindices in runde Klammern merkt; die Option des Invertierens der Reihenfolge eines Einserblockes notieren wir durch dagegen durch Einschluss in eckige Klammern.

Start

(1,2,3,4,5,6,7,8,9)

Zeile 1

(3,6,8,(1,2,4,5,7,9))

Zeile 2

[1,(2,4,5,7,9),(3,6,8)]

Zeile 3

[1,(2,4,5,7,9),(3,6,8)]

Zeile 4

[1,(2,4,5,7,9),(6,(3,8))]

Zeile 5

[1,(2,4,5,7,9),[6,3,8]]

Zeile 6

[1,(2,5,9,(4,7)),[6,3,8]]

Zeile 7

[1,(5,9,[2,7,4]),[6,3,8]]

Zeile 8

[1,[(5,9),4,7,2),[6,3,8]]

Etwas übersichtlicher ist die Notation durch sog. PQ-Bäume. In PQ-Bäumen gibt es P-Knoten, deren Söhne noch beliebig permutiert werden dürfen; dies entspricht den mit ( ) geklammerten Ausdrücken. Sie werden durch schwarz gefärbte Kreise dargestellt. Ferner gibt es Q-Knoten, deren Söhne nur noch in umgekehrter Reihenfolge angeordnet werden dürfen; dies entspricht den mit [ ] geklammerten Ausdrücken. Sie werden durch Balken dargestellt. Unser obiges Beispiel sieht wie folgt aus:




























































Referat:   Man diskutiere alle möglichen Situationen, die bei der Bearbeitung von PQ-Bäumen auftreten können, und wie diese dann passend verändert werden. Man beweise die „Korrektheit“ und „Vollständigkeit“ dieser Umwandlungsregeln und ermittle die genaue Laufzeit einer Implementation auf Basis von PQ-Bäumen.

Wir betrachten zum Abschluss ein kleines Beispiel einer Matrix, bei der keine Permutation der Spalten eine konsekutive Anordnung der Einsen in den Zeilen erreichen kann.



In Terminis von PQ-Bäumen käme folgender Ablauf zustande:















       Geht nicht mehr!

Zum Schluss noch kurz skizziert zwei Methoden, stellvertretend stehend für diverse weitere Verfahren: Intervallgraphen und Minimal Single Digest Setting:

1.4 Intervallgraphen
Eine Menge von Fragmenten eines DNA-Stranges definiert den ungerichteten Graphen, der als Knoten alle Fragmente und zwischen je zwei Fragmenten mit nichtleerem Durchschnitt eine Kante hat. Da die Fragmente Intervallen auf der DNA entsprechen, handelt es sich um einen sogenannten Intervallgraphen (siehe Anhang M). Es kommt vor, dass aufgrund von Messfehlern oder unvollständigen Messungen von Fragmenten und Überlappungen nur gewisse Überlappungen sicher bekannt sind, andere dagegen ausgeschlossen werden können. Mit Intervallgraphen kann man versuchen, im Rahmen der Randbedingungen mögliche Vervollständigungen der Messungen zu ermitteln.  Dies führt zu den folgenden algorithmischen Problemen:

INTERVAL GRAPH RECOGNITION

Eingabe: Ein ungerichteter Graphen (V,E).

Frage: Ist (V,E) ein Intervallgraph?

INTERVAL GRAPH INCLUSION

Eingabe: Zwei ungerichtete Graphen (V,Eneccessary) und (V,Epossible) mit derselben Knotenmenge V und Eneccessary ( Epossible.

Ziel: Man finde einen (alle) Intervallgraphen (V,E) mit Eneccessary ( E und E ( Epossible.

Satz   Das Problem  INTERVAL GRAPH RECOGNITION ist effizient lösbar. Das Problem INTERVAL GRAPH INCLUSION ist NP-vollständig.

Beweis: Siehe Meidanis & Setubal.

1.5 Minimal Single Digest Setting

Analysiert man die erhaltenen Clones mit einem einzigen Enzym A per complete digest, so erhält man zu jedem Clone ( eine Längenliste Lcomplete((). Man kann nun nach einer Anordnung der Clones und jeweils interner Anordnung der Teilfragmente suchen, die mit den gemessenen Längenlisten kompatibel ist und insgesamt minimale Länge hat. Dieses MINIMAL SINGLE DIGEST SETTING Problem ist leider auch wieder NP-vollständig.
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