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Aufbau von Suffix-Bäumen in O(n) Schritten

Suffix Bäume werden benötigt, wenn ein großer bekannter Text nach variablen Stichwörtern durchsucht werden muss. Dazu unterzieht man den Text einem intelligentem Preprocessing (Aufbau des Suffix-Baumes des Textes) das die Stichwortsuche unterstützt.

Ein wichtiges Merkmal des Ukkonen-Algorithmus ist die Einfachheit der Beschreibung, der Verifikation und der Zeitanalyse. Diese resultiert daraus, dass zuerst von einem naiven Implementationsansaz ausgegangen wird, dessen worst-case Laufzeit durch leicht zu verstehende Implementationstricks verbessert wird.

Implizite Suffix-Bäume

Der Algorithmus von Ukkonen konstruiert eine Reihe von impliziten Suffix-Bäumen, von denen der letzte in einen richtigen Suffix-Baum umgewandelt wird.

Ein impliziter Suffix-Baum für String S entsteht aus einem Suffix-Baum für String S$, von dem alle $-Zeichen, alle Knoten, die nicht zwei Söhne haben, und alle Kanten ohne Beschriftung (Label) entfernt werden.

 Es gibt genau dann nicht für jeden String einen Suffix-Baum, wenn ein Suffix S1 ein Präfix eines anderen Suffixes S2 ist (z.B. S=xabxa). In einem solchen Fall gibt es keinen Pfad von der Wurzel zu einem Blatt mit der Beschriftung S1. Dieses Problem wird umgangen, indem man an S das Sonderzeichen $ anhängt, welches erzwingt, dass kein Suffix Präfix eines anderen Suffixes ist.

   

	Abbildung: Ein Suffix-Baum für den String xabxa$.

	


Implizite Suffix-Bäume enthalten alle Suffixe des dargestellten Strings, aber die Suffixe enden nicht immer in Blättern, deshalb sind sie weniger informativ als richtige Suffix-Bäume, da nicht alle Suffixe eindeutig gekennzeichnet sind. Sie werden nur als Werkzeug in diesem Algorithmus genutzt durch das der richtige Baum erhalten wird.

High-Level Beschreibung des Algorithmus

Der Algorithmus bildet implizite Suffix-Bäume Bi für jeden Präfix S[1...i] von S. Es werden alle Bäume B1 bis Bm gebildet und der richtige Suffix Baum wird von Bm abgeleitet. Die Zeit des ganzen Algorithmus ist O(m).

Als erstes betrachten wir die O(m3) Methode und kommen durch Verbesserungen zu O(m).

Es gibt m Phasen. In Phase i+1 wird Bi+1 aus Bi konstruiert. Diese Phase i+1 ist nochmals in i+1 „extensions“(Erweiterungen) unterteilt. Bei Erweiterung j in Phase i+1 wird das Ende von dem Pfad gesucht, der mit S[j...i] beschriftet ist. S(i+1) wird am Ende angefügt, vorausgesetzt es ist noch nicht vorhanden.

Prozeduraler Algorithmus
Ukkonens Algorithmus:

Konstruiere T1;

for(i=1; i<m; i++){ 

  /* Beginn von Phase i+1 */

  for(j=1; j<=i+1; j++){

    /* Beginn der j-ten Erweiterung */

    Finde das Ende des Pfades mit Label S[j..i];

    Falls noetig, erweitere den Pfad durch S[i+1]; 

  }

}

Der Algorithmus stellt also sicher, dass in Phase i+1 alle Suffixe von S[1..i+1] im impliziten Suffix-Baum Bi+1 sind. Wir müssen nun nur noch angeben, wie eine Erweiterung j in Phase i+1 erfolgt. Sei ß=S[j...i], d.h. ßS[i+1] wird in Erweiterung j in Bi+1 eingefügt, und zwar nach folgenden drei Regeln: 

1. ß endet in einem Blatt. Dann füge S[i+1] zum Kantenlabel hinzu. 

2. Es gibt keinen Pfad am Ende von ß, der mit S[i+1] weitergeht, aber mindestens ein anderer Pfad geht weiter. Dann füge eine neue Kante mit Label S[i+1] ein. Dazu muß ein neuer Knoten erzeugt werden, wenn ß mitten in einer Kante endet. Gib dem neuen Blatt Nummer j. 

3. Es gibt einen Pfad am Ende von ß, der mit S[i+1] weitergeht. In diesem Fall ist ßS[i+1] schon im Baum und wir tun nichts. 

Beispiel ()

  Bisher haben wir nur den naiven Ansatz zur Konstruktion eines Suffix Baumes gewählt. Um das Ende eines Suffixes ( = S[i..j] zu finden brauchen wir O(|(|) Schritte, wobei |(| = i-j. Um den Baum Bi+1 aus Bi zu kreieren benötigen wir O(i2), da für jedes i von 1 bis m das Ende des Suffixes ( gesucht werden muss. Wenn dann vom B1-Baum bis Bm-Baum jedes Mal eine Anzahl von O(i2) Schritten durchgeführt wird, kommen wir bei der Konstruktion eines Suffix Baumes auf eine Zeit in O(m3). 

  Um diesen Algorithmus zu verbessern betrachten wir die O(m)-Methode als Beschleunigung der O(m3)-Methode. 

  Einige wenige Implementationstricks werden uns von der bisherigen langsamen Methode auf eine O(m)-Methode. Diese Tricks werden im Einzelnen eine bereits gute Laufzeit erzielen, aber nur ihr Zusammenwirken führt zu einer linearen Laufzeit im worst-case.

  Um die Beschleunigung zu erreichen benutzen wir die nützlichen Suffix links:
Definition: Wenn ein innerer Knoten v, der von der Wurzel verschieden ist, in einem impliziten Suffix-Baum die Beschriftung x( (wobei x ein einzelner Character sei) und ein anderer Knoten s(v) die Beschriftung ( trägt, dann heißt die Kante v ( s(v) ein Suffix-Link.
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In diesem Beispiel ist mehrer Suffix Link vorhanden, wenn z.B. v mit abcab bezeichnet wird und s(v) dann die Bezeichnung bacb  trägt, dann hat ( Länge 4 und der beliebige Character wäre ein a. Dieser Link befindet sich am Ende der gestrichelten Linie.

  Wenn ( der leere String ist, geht der Suffix Link von einem einzelnen Character zu der Bezeichnung der Wurzel. Die Wurzel selber hat keine Suffix links.

  Gibt es für jeden Knoten v ein Suffix Link zu s(v)?

Beobachtung: Wenn der Knoten v als neuer innerer Knoten während der Verarbeitung von Erweiterung j in Phase i durch den bisherigen Algorithmus eingesetzt wird, und wenn v die Markierung x( trägt, dann gilt eine der beiden Aussagen:

1.   Der Weg mit Beschriftung ( endet in einem bereits vorhandenen inneren Knoten   
w = s(v).

2.   Ein neuer Knoten s(v) wird bei der Verarbeitung von Erweiterung j+1 in Phase i angelegt und s(v) hat ( als Beschriftung.

Beweis: Das Hinzufügen eines Knoten v kann nur in der Erweiterungsregel 2 passiert sein, weil in der Regel 1 nur Zeichen angefügt werden und in der Regel 3 der Baum nicht verändert wird, womit die Regel 2 die einzige ist, bei der ein Knoten entstehen könnte. Dann gibt es, neben der Verbindung zum neuen Blatt, auch einen weiteren von v ausgehenden Weg, der den Buchstaben y als ersten besitzen möge.

Fall 1:
  Der gegenwärtige Baum besitzt neben x(y einen weiteren Weg von der Wurzel beginnend mit der Beschriftung x(z, wobei z ein beliebiger String aus dem Suffix sei, und z ( y.


  Jetzt gibt es Suffixe mit den Präfixen x(y und x(z, also auch mit (y und (z. Deswegen besitzt der Baum einen Knoten s(v) mit der Beschriftung (.

Fall 2: 
  Der gegenwärtige Baum besitzt keinen weiteren Weg wie in Fall1, dann wird in der Verarbeitung von S(j+1..i) ein neuer innerer Knoten s(v) angelegt, der die Beschriftung ( hat, weil es Suffixe mit den Präfixen (y und (S(i+1) gibt.

  Deswegen besitzten implizite Suffix Bäume für jeden inneren Knoten v mit der Beschriftung x( einen Knoten w mit der Beschriftung (.

Lemma:  Bei Ukkonens Algorithmus hat jeder implizite Suffix Baum für jeden neuen inneren Knoten einen Suffix Link nach dem Ende der nächsten Erweiterung.

Beweis: Wir beweisen die Aussage induktiv. Sie ist wahr für B1, weil B1 noch keine Knoten besitzt. Wir nehmen jetzt an, dass die Aussage für Phase i gilt. Wie im letzten Beweis in Fall 2 besagt wird durch die Erweiterung j+1 ein neuer Knoten s(v) erzeugt, wenn in Erweiterung j der Knoten v erzeugt wird. Da in der letzten Erweiterung einer Phase keine neuen Knoten eingefügt werden, denn in dieser Phase ist der zu behandelnde String nur ein einzelner Character, sind am Ende der Phase i alle Knoten mit Suffix Links belegt und zu Beginn der Phase i+1 gilt ebenfalls die Aussage.

  Diese Aussage, die ebenfalls bei Weiner’s Algorithmus benötigt wird, ist ein sehr wichtiger Aspekt bei der Betrachtung impliziter Suffix-Bäume. Zusammenfassend besagt die Aussage:

  In jedem impliziten Suffixbaum Bi gibt es für jeder Knoten v mit der Bezeichnung x( einen Knoten s(v) in Bi mit der Bezeichnug (.

  Bei Vollendung einer Phase gilt also, dass jeder Knoten einen Suffix Link besitzt und darüber hinaus gilt für einen Baum während einer Erweiterung, dass nur in seltenen Fällen kein Suffix Link vorhanden ist, aber bei der nächsten Erweiterung ein Knoten entsteht, so dass dieses erfüllt ist.

Erzeugen des Baumes Bi+1 durch Verfolgen der Suffix Links

  Beim bisherigen naiven Weg den Baum in Phase i+1 zu erzeugen, sucht der Algorithmus in der Erweiterung j nach dem Suffix S[j..i] von S[1..i] während j von 1 bis i+1 ascendiert. Diese Methode bricht ab, wenn der String S[j..i] als Bezeichnung eines Weges von der Wurzel an gefunden wird. Diese Arbeit wird durch Suffix links verkürzt. Damit wird in jeder Erweiterung Zeit eingespart. 

  In Phase i+1 sind die Erweiterungen 1 und 2 trivial.

  Das Ende des ganzen Strings S[1..i] muss eines der Blätter des Baumes Bi sein, weil S[1..i] der längste String in diesem Baum ist. Damit haben wir das Ende des Strings und Regel 1 der Erweiterungsregeln tritt in Kraft. 

  Damit der Algorithmus das Ende des Strings S[1..i] finden kann, erzeugen wir einen Zeiger, der auf das korrekte Blatt verweist. Durch diesen Zeiger wird jede 1.Erweiterung einer Phase zu einem speziellen Fall, aber in konstanter Zeit abgewickelt.

  Nun definieren wir in Erweiterung 2 der Phase i S[1..i] als x( , wobei x ein einzelner Character ist und ( ein eventuell leerer Teilstring ist, und (v,1) soll das Ende sein, an dem der Teilstring mit Blatt 1 zu finden ist. In Erweiterung 2 muss der Algorithmus den String S[2..i]= ( im aktuellen Baum finden. Der Knoten v, der über dem besagten Ende ist, ist entweder die Wurzel oder er besitzt ein Suffix Link zu einem anderen Knoten s(v), dessen Weg bis auf den ersten Character die gleiche Bezeichnung hat wie der Weg zu dem Knoten v. Wenn er die Wurzel ist, muss der Algorithmus wie im naiven Ansatz nur den Weg des Strings heruntergehen, bis er am Ende des bestimmten Astes gemäß den Erweiterungsregeln einfügen kann, aber wenn er nicht die Wurzel ist, kann der Algorizhmus den Suffix Link von v verfolgen, um dort das Ende zu suchen, da ja die Bezeichnung vor den Knoten s und s(v) bis auf den ersten Character gleich ist und folglich das Stringende von ( im Teilbaum unter s(v) sein muss. Jetzt wird der Weg, der von der Wurzel zum Knoten s(v) gegangen werden musste, eingespart. 

  Um diese Hauptidee der Beschleunigung durch Suffix Links etwas detaillierter zu gestalten, sei nun y die Bezeichnung von dem Ende (v,1). Um das Ende von ( zu finden, bewegen wir uns von Blatt 1 hoch zum Knoten v, über den Link zu s(v) und runter in den Teilbaum unter s(v) entlang der Bezeichnung von y (wobei y über mehrere Knoten gehen kann.), wo das Ende von ( sein muss, und die Erweiterungsregeln entscheiden, was zu tun ist.

  Dies waren die ersten beiden Erweiterungen des Baumes Bi. 

  Um den Baum um einen beliebigen String S[j..i+1] zu erweitern (wenn j>2), wiederholen wir die gleiche Idee. Wir beginnen am Ende von S[j-1..i] im aktuellen Baum, laufen gedanklich hoch zum nächsten Knoten oder der Wurzel, wenn diese zuerst kommt. Die Bezeichnung dieses Astes sei y, so werden wir, wenn v nicht die Wurzel des Baumes ist, den Suffix Link von v zu s(v) gehen und vom Ende des Suffix Links hinabsteigen, während wir uns an den von y beschriebenen Weg halten. Jetzt befinden wir uns am gesuchten Ende von s[j.i], wo wir einfügen wie es die Erweiterungsregeln es vorschreiben. 

  Ein kleiner Unterschied zwischen dem einfügen für j>2 und den ersten beiden Erweiterungen besteht darin, dass der String S[j-1..i] im Baum endet, wo das gesuchte Ende ein Suffix Link ist, der in dieser Erweiterung noch eingefügt wird. Nun sei w der Knoten , der jetzt neu kreiert wird, um den Suffix Link einzufügen. Der Knoten über w hat allerdings ,wie wir zuvor bewiesen haben bereits einen Suffix Link, oder er ist die Wurzel. Deswegen muss der Algorithmus nie mehr als einen Knoten höher gehen um das gesuchte Ende zu finden.
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In diesem Beispiel befinden wir uns in der vierten Erweiterung. Die orangen Charactere haben wir bereits eingefügt. In der letzten Erweiterung haben wir cabcabac in den Baum eingefügt. Wenn wir vom Ende des Strings in diesem Baum bis zum nächsten Knoten hochgehen, kommen wir zu dem blauen Suffix Link. y ist in diesem Fall cada. Wenn wir den Suffix Link entlang gehen und dann weiter den Weg caba ( am Knoten in Richtung a ) gehen, haben wir die Stelle, wo wir das blau markierte c einfügen müssen.

  Single extension algorithm : SEA

 Zusammenfassend können wir bei der Implementation des Algorithmus für die Erweiterung j(2 der Phase i+1 folgendes Aussagen:

Single extension algorithm:

Begin

1. Finde den ersten Knoten v über dem Ende von S[j-1..i], der entweder einen Suffix Link besitzt oder die Wurzel ist. Dazu muss meist eine Kante vom Ende von S[j-1..i] hochgelaufen werden. Sei nun y der möglicherweise leere String zwischen dem Ende von S[j-1..i] bis zu v.

2. Wenn v nicht die Wurzel ist, gehe den Suffix Link entlang nach s(v) and klettere den Baum herunter an dem Ast des Strings y. Wenn v die Wurzel ist, folge dem String S[j..i] von der Wurzel an (naiver Ansatz).

3. Sorge gemäss den Erweiterungsregeln dafür, dass der String S[j..i]S(i+1) im Baum enthalten ist.

4. Wenn in Erweiterung j-1 ( nach Erweiterungsregel 2) ein Knoten w erzeugt wurde, dann muss der String ( das Ende des Suffix Links s(w) sein. Erzeuge einen Link (w,s(w)) von w nach s(w).

End.

Weil der Algorithmus einen Zeiger zu dem momentanen kompleten String S[1..i] hinterlässt, muss der Algorithmus in der ersten Erweiterung weder hoch noch runter laufen. Dies gilt, weil in der ersten Erweiterung immer nur die erste Erweiterungsregel angewendet wird.

  Was haben wir bis jetzt erreicht?

  Der Gebrauch von Suffix Links hat uns praktisch dahin gebracht, dass wir das Starten von der Wurzel in jeder Erweiterung umgangen sind, wie wir es zuvor im naiven Ansatz gemacht haben. 

  Da die Art, wie die Bäume aufgebaut sind immer noch so entartet sein kann, dass wir im Worstcase immer noch bei einer Laufzeit von O(m3) sind, führen wir noch einen weiteren Trick ein, der den Algorithmus auf eine Laufzeit von O(m²) reduzieren wird.

Trick Nummer 1: Skip/Count Trick

Sinn:

In Phase zwei vom Knoten s(v) dem Label y folgen erfordert eine Zeit t ~ Laenge von y |y|.

Der Skip/Count Trick reduziert t auf t ~ Anzahl der Knoten in y.

Trick 1:

Der Trick ist sehr simpel: Wenn am Knoten s(v) angekommen, suche den Weg aus dem Knoten, welcher mit dem Anfangsbuchstaben von y beginnt. Wenn y länger ist als der String an dieser Kante bis zum nächsten Knoten, so springe zum nächsten Knoten. Setze einen Index auf den |String| + 1. Nun schaue, welche Kante aus diesem Knoten mit dem |String| + 1 Buchstaben aus y beginnt und springe zum nächsten Knoten usw. Dieses "Springen" endet, wenn der String an der folgenden Kante länger oder gleich der Länge von y ist. Dann ist nämlich das Ende von y erreicht und nun wird die entsprechende Extension Rule angewendet.

Also: Man guckt einfach nach dem Weg, zählt und springt einen Knoten weiter oder zum Ende. 

Aber was ist mit dem Worst Case?

Definition:

Knotentiefe: Anzahl der Knoten auf dem Weg von der Wurzel bis zu diesem Knoten.

Lemma:

Sei (v, s(v)) irgendein suffix Link. Dann ist die Tiefe von v höchstens um 1 groesser als die von  s(v).

Beweis:
Jeder interne Vorfahr von v mit Label xbeta hat einen Link zu einem Knoten mit Label beta. 

xbeta ist ein Präfix des Pfades zu v, so ist beta ein Präfix des Pfades zu s(v)

--> Jeder Link von einem internen Vorfahr von v geht zu einem internen Vorfahr von s(v).

Und wenn beta nicht leer ist, so ist der Knoten mit dem Label beta ein interner Knoten. Da die Tiefen zweier Vorfahren von v verschieden sein muessen, hat jeder Vorfahr von v einen Link zu einem anderen Vorfahren von s(v).

-->Die Tiefe von s(v) ist mindestens 1 (Wurzel) + die Anzahl interner Vorfahren von v mit längerer Bezeichnung als einem Zeichen. 

Den einzigen Vorfahren ohne Gegenstück, den v haben kann, ist der mit nur einem Zeichen, und nur dann ist die Tiefe von v auch nur 1 groesser als die von s(v).

Definition:

Die aktuelle Knotentiefe ist die des zuletzt besuchten Knotens.

Behauptung:

Mit diesem Trick dauert jede Phase des Algorithmus O(m).

Beweis:

Es gibt höchstens m Extensions in einer Phase. In einer davon es geht höchstens einen Knoten hoch zum nächsten Link, den Link entlang, die Knoten herunter und die Regeln ausführen, evtl auch Link setzen. Wir wissen, daß alles ausser dem Knoten abwärts gehen konstante Zeit benoetigt. Dieses untersuchen wir anhand der Tiefeveränderung in einer Phase.

Einen hoch, der Suffix Link erhöht höchstens weiter um einen, es geht also höchstens zwei rauf, also insgesamt höchstens 2m rauf. Da der Baum aber höchstens m Knoten haben kann, geht es auf die Phase gesehen höchstens 3m herunter. Es gibt also höchstens 3m downwalks, --> O(m)

Corollar:

Es gibt m Phasen mit O(m), also insgesamt O(m*m).

Das ist sehr grob gerechnet und sieht schlecht aus, aber mit ein paar kleinen weiteren Details erreichen wir O(m).

Ein einfaches Detail:

Durch die Zeichen an den Kanten nimmt der Baum sehr viel Platz weg. Diese werden nun durch Indices ersetzt, die Anfang und Ende des Teilstrings im Gesamtstring markieren.

Nun beschreiben wir zwei Tricks, die aus zwei Beobachtungen resultieren. Dies führt zu linearer Zeit.

1. Beobachtung: Wenn in einer Phase i bei einer Erweiterung j Regel 3 angewendet wird, kann diese Phase beendet werden, da dann der Suffix S[j...i+1] bereits im Baum enthalten ist  und deshalb auch jeder Suffix von S[j...i+1] im Baum enthalten ist.
Ein neuer Suffix-Link muss nur eingefügt werden, wenn Regel 2 bei einer Erweiterung gebraucht wird. Dies und Beobachtung 1 führen zu folgendem Trick.

Trick 2: Beende Phase i+1 nachdem die 3. Erweiterungs-Regel das erste mal auftaucht. Die Erweiterungen in Phase i+1, die dann gemacht werden würden sind implizit. Erweiterungen bei denen wirklich etwas gemacht wird sind explizite Erweiterungen.

Trick 2 vermindert zwar den Arbeitsaufwand, aber reicht noch nicht für die Verbesserung des worst case.

2. Beobachtung: Einmal ein Blatt, immer ein Blatt. Wenn ein Blatt entsteht, dann wird es in allen folgenden Bäumen ein Blatt bleiben. Regel 1 erweitert ein Blatt, aber es bleibt ein Blatt und die anderen Regeln ändern ein Blatt nicht.

In jeder Phase i werden bei den ersten Erweiterungen Regeln 1 und 2 genutzt. Sei ji die letzte Erweiterung bei der das der Fall ist. Da bei der 2. Regel immer ein Blatt gemacht wird, folgt aus der zweiten Beobachtung, dass es in aufeinander folgenden Phasen nie weniger Erweiterungen werden bei denen Regel 1 oder 2 angewandt wird (also immer ji<= ji+1).

Daraus folgt, dass es einen Implementierungstrick gibt bei dem man ausnutzen kann, dass in Phase i+1 alle Erweiterungen 1 bis ji in konstanter Zeit implizit gemacht werden können.

Zur Erinnerung: an Blattkanten steht das Indexpaar (p, q), das den String[p...q] repräsentiert.

An jeder Blattkante ist q das Gleiche wie i, also in Phase i+1 wird auch q um eins erhöht. Dies ist das Gleiche wie wenn man S(i+1) hinzufügt.

Trick 3: Anstatt (p, i+1) schreibt man in Phase i+1 (p, e) an die Blattkante. Die Variable e ist ein globaler Index, der in jeder Phase um eins erhöht wird. Also müssen in jeder Phase so lange wie Regel 1 auftaucht (von Erweiterung 1 bis ji) die Erweiterungen nicht explizit gemacht werden. 

Man braucht nur konstante Zeit für Erweiterungen mit Regel 1 und muss nur für Regel 2 etwas tun. Explizite Erweiterungen werden nur von Erweiterung ji+1 bis Regel 3 das erste mal auftaucht gemacht, alle anderen sind implizit.

Single phase algorithm SPA:

1. Setze e auf i+1. 

2. Führe mit Hilfe von Suffix-Links Erweiterungen durch, bis in Erweiterung j* Regel 3 angewandt wird. 

3. Setze ji+1 auf j*-1 und gehe zur nächsten Phase. 

Somit haben aufeinanderfolgende Phasen des Algorithmus höchstens einen Index gemeinsam, für den explizite Erweiterungen berechnet werden. 

Das heisst für die erste Erweiterung j* in jeder Phase i wird nur konstante Zeit benötigt, da der Weg zum Ende von S[j*...i] schon aus der vorherigen Phase bekannt ist.

	Abbildung 24: Explizite Erweiterungen im Laufe des Algorithmus
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Satz: Ukkonens Algorithmus bildet mit Hilfe von Suffix-Links und den Tricks 1-3 die impliziten Suffix-Bäume B1 bis Bm in Zeit O(m).

Beweis: Die Zeit für die impliziten Erweiterungen ist konstant (O(m)). 

Da eine Erweiterung mit Regel 2 ein neues Blatt generiert gibt es höchstens m solcher Operationen.

Wie wir schon erfahren haben, ist die Zeit für eine explizite Erweiterung eine Konstante plus etwas Zeit proportional zu der Anzahl der „node skips“ die beim absteigen gemacht werden.

Die erste Erweiterung die in jeder Phase gemacht wird, ist die Erweiterung, die in der vorherigen Phase zuletzt gemacht wurde. Deswegen ändert sich die Knoten-Tiefe zwischen zwei Erweiterungen nicht. Aber(wie schon oben bewiesen) in jeder expliziten Erweiterung wird die Knoten-Tiefe erst um zwei verringert (eine Kante hochgehen und  einen link traversieren) und das hinunter Gehen in dieser Erweiterung erhöht die Knotentiefe um eins bei jedem „node-skip“.

Da die höchste Knoten-Tiefe m ist und es höchstens m explizite Erweiterungen gibt , folgt, dass Anzahl der „node-skips“, die während jedem runter gehen gemacht werden von O(m) beschränkt ist. 

Der letzte implizite Baum kann in O(m) Zeit in den richtigen Suffix-Baum umgewandelt werden. Das Zeichen $ wird zu S hinzugefügt und der Algorithmus fährt mit diesem Zeichen fort. Dadurch ist kein Suffix ein Präfix eines anderen Suffix und jeder Suffix erhält sein eigenes Blatt. Danach ist nur noch das Symbol e an jeder Blattkante durch m zu ersetzen. Dies wird durch eine Baum-Traversierung in O(m) Zeit erreicht, wobei jede Blattkante besucht wird.
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