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Kapitel 13:
3D-Transformationen
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Einsatzgebiet

• Platzierung von Objekten 
in der Szene

• Berechnung der Projektion
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Translation

(x0, y0, z0) := (x+ tx, y + ty, z + tz)

T (tx, ty, tz) =

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 tx
0 1 0 ty
0 0 1 tz
0 0 0 1

⎞⎟⎟⎠
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Skalierung
Fixpunkt im Ursprung:

(x0, y0, z0) := (x · sx, y · sy, z · sz)

S(sx, sy, sz) =

⎛⎜⎜⎝
sx 0 0 0
0 sy 0 0
0 0 sz 0
0 0 0 1

⎞⎟⎟⎠
Fixpunkt bei Zx, Zy, Zz:

T (Zx, Zy, Zz) · S(sx, sy, sz) · T (−Zx,−Zy,−Zz)
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Rotation

x
z

y

• um z-Achse

• um x-Achse

• um y-Achse

• um beliebige Achse
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Rotation um z-Achse

x

yx0 := x · cos(δ)− y · sin(δ)
y0 := x · sin(δ) + y · cos(δ)
z0 := z

Rz(δ) =

⎛⎜⎜⎝
cos(δ) − sin(δ) 0 0
sin(δ) cos(δ) 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⎞⎟⎟⎠
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Rotation um x-Achse

x0 := x

y

z
y0 := y · cos(δ)− z · sin(δ)
z0 := y · sin(δ) + z · cos(δ)

Rx(δ) =

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0
0 cos(δ) − sin(δ) 0
0 sin(δ) cos(δ) 0
0 0 0 1

⎞⎟⎟⎠
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Rotation um y-Achse

x0 := z · sin(δ) + x · cos(δ)

z

x
y0 := y

z0 := z · cos(δ)− x · sin(δ)

Ry(δ) =

⎛⎜⎜⎝
cos(δ) 0 sin(δ) 0
0 1 0 0

− sin(δ) 0 cos(δ) 0
0 0 0 1

⎞⎟⎟⎠
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Rotation um beliebige Achse

Drehwinkel δ Drehachse P2-P1Punkt P

1. Translation in den Ursprung

2. Rotation um die x-Achse in die xz-Ebene

3. Rotation um die y-Achse in die z-Achse

4. Rotation um die z-Achse mit Winkel δ

5. Inversion von Schritt 3

6. Inversion von Schritt 2

7. Inversion von Schritt 1 x
z

y
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Drehachse
P2

P1

~v = P2 − P1 =

⎛⎝ x2 − x1
y2 − y1
z2 − z1

⎞⎠

~u =
~v

|~v| =

⎛⎝ a
b
c

⎞⎠ |~u| = 1

|~v| =
q
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2

a =
x2 − x1
|~v| b =

y2 − y1
|~v| c =

z2 − z1
|~v|
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1.) Translation in den Ursprung

T (−x1,−y1,−z1)
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2.) Rotation um die x-Achse 
in die xz-Ebene

u' = (0,b,c)
u=(a,b,c)

α
-z

b

y

c
αzxz

y

u'' = (a,0,d)

d =
√
b2 + c2

cos(α) = c/d

sin(α) = b/d
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3.) Rotation um die y-Achse 
in die z-Achse

β

360-β

x

z |u''| = 1

u'' = (a,0,d)

a

d

⇒ cos(β) = cos(360◦ − β) = d
⇒ sin(β) = − sin(360◦ − β) = −a



14

4.) Rotation um die z-Achse

Rz(δ) =

⎛⎜⎜⎝
cos(δ) − sin(δ) 0 0
sin(δ) cos(δ) 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⎞⎟⎟⎠
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1. - 7.) Gesamttransformation

T (−P1)R(~v, δ) =
Rx(α)·

Ry(β)·
Rz(δ)·

R−1y (β)·
R−1x (α)·

T (P1)·
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Koordinatensysteme

Gegeben:
P beschrieben in Blau
Rotes Koordinatensystem

Gesucht:
P beschrieben in Rot

Gegeben:
P beschrieben in Rot
Rotes Koordinatensystem

Gesucht:
P beschrieben in Blau
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Koordinatensystemwechsel, die 1.
y

1 2 3 4 5 76 8 9

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10

10
x0

0

P

⇒ Verschiebe P um +Q

Q = (4,3)(6,4)
(2,1)

x

y

Q

beschreibe P aus Sicht von blau

2+4= 6
1+3= 4

Verschiebe rotes System um  -Q
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Koordinatensystemwechsel, die 2.

y

1 2 3 4 5 76 8 9

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10

10
x0

0

α

P

x

y

Q

drehe P um α nach links

verschiebe mit Q

cos(α)=4/5=0.8

sin(α)=3/5=0.6

Q = (6,2)

(7,9)
(5,5)

0.8  -0.6  6.0

0.6   0.8  2.0

0.0   0.0  1.0

beschreibe P aus Sicht von blau

drehe rotes System
um α nach rechts ⇒
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Koordinatensystemwechsel, die 3.
0.8  -0.6  6.0

0.6   0.8  2.0

0.0   0.0  1.0

7.0

9.0

1.0

· =
5.0

5.0

1.0

0.8

0.6

0.0

-0.6

0.8

0.0

x-Achse
y-Achse
Ursprung
P in rot

P in blau x

y

MB→A
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Koordinatensystemwechsel, die 4.

x-Achse von B

y-Achse von B

z-Achse von B

Ursprung von B

MB→A · ~pB = ~pA

· =

⎛⎜⎜⎝
pBx
pBy
pBz
1

⎞⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎝
pAx
pAy
pAz
1

⎞⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎝
XA
x Y Ax ZAx QAx

XA
y Y Ay ZAy QAy

XA
z Y Az ZAz QAz
0 0 0 1

⎞⎟⎟⎠

Beschrieben im Koordinatensystem von A
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Koordinatensystemwechsel, die 5.

Gegeben Punkt PA, beschrieben in A

Gesucht Punkt PB, beschrieben in B

MB→A · ~pB = ~pA
~pB =M

−1
B→A · ~pA

Multipliziere PA mit der Inversen von MB→A
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P1 P2

Transformation einer Normalen

P'1

P'2
~n

~n0

M
~r

~r0

~r = P2 − P1
~r0 = P 02 − P 01

P 01 =M · P1 P 02 =M · P2

=M · P2 −M · P1 =M · (P2 − P1) =M · ~r

~n0T · ~r0 = 0M · ~r = ~r0~nT · r = 0
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Umformungen

~nT · r = 0
~nT ·M−1 ·M · r = 0

~r0

((M−1)T · ~n)T ·M · r = 0
~n0T · ~r0 = 0

((M−1)T · ~n)T = ~n0T

((M−1)T · ~n) = ~n0

⇒ transformiere den Normalenvektor
mit der transponierten Inversen !
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Skalierung einer Normalen

0.8
0.6
0.0

skaliere um Faktor 2

M 0.4 
0.3
0.0

0.8 
0.6
0.0

2.0 0.0 0.0
0.0 2.0 0.0
0.0 0.0 1.0

(M-1)TM-1

0.5 0.0 0.0
0.0 0.5 0.0
0.0 0.0 1.0

0.5 0.0 0.0
0.0 0.5 0.0
0.0 0.0 1.0
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Rotation einer Normalen

0.8
0.6
0.0

drehe um 25°

0.48 
0.88
0.00

M
0.91 -0.42 0.0
0.42  0.91 0.0
0.0   0.0  1.0

(M-1)TM-1

0.91 0.42 0.0
-0.42 0.91 0.0
0.0  0.0  1.0

0.91 -0.42 0.0
0.42  0.91 0.0
0.0   0.0  1.0
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Translation einer Normalen
verschiebe um (5,2)0.8

0.6
0.0 0.8

0.6
0.0

M M (M-1)T-1

1 0 5
0 1 2
0 0 1

1 0 -5
0 1 -2
0 0  1

1  0 0
0  1 0 

-5 -2 1
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