Kapitel 7

Kurven

Die bisher besprochenen 2D-Objekte haben — bis auf den Kreis — den Nachteil, dal? sie im weitesten
Sinne "eckig” sind. Wenn ein Objekt mit "runder” Form verlangt wird, z.B. ein Herz, ein Schiffs-
rumpf, ein Kotfligel oder ein Flugzeugfbel, kann entweder ein Polygon mit einer sehr groRen An-
zahl von Eckpunkten verwendet werden oder &neve. Die Kurve hat dabei zwei Vorteile:

e Sie braucht weniger Speicherplatz als das Polygon und

e sie bleibt "glatt” wenn man sie aus de&Ne betrachtet.

Kurven entstammen de@omputer Aided Geometric Design (CAGRB)ner Disziplin, die sich mit
der computerinternen Darstellung von Objekten ba#tadt, die aus der Geometrie stammen.

Problem: Spezifiziere und zeichne eine beliebige “glatte” Kurve.

7.1 Algebraischer Ansatz
Gegebem+ 1 Stitzpunkte.
Bestimme Polynonm-ten Grades
y=an X"+a 1 X" +... +a-X+ag

welches durch alle 8tzpunkte &uft.
Problem: Bei der Auswertung des Polynoms treten wegen der hohen Potenzen hohe Rechenzeiten,
groR3e Rundungsfehler und Oszillationen auf.

7.2 Kubische Splines

Gegebem+ 1 Stiitzpunkte. Viihlen Kurven (Polynome) kleiner Ordnungifden Verlauf innerhalb
dern Intervalle.

Kurven erster Ordnung (Geraden) ergeben nur den Linienzug. Ein solcher Linien@iesistig, da
die einzelnen Linien an deni@kzpunkten dieselbexundy-Werte haben.
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72 KAPITEL 7. KURVEN

Kurven zweiter Ordnung (Parabeln) kann man sahien, dal3 sie an den Intervallgrenzen einmal
stetig differenzierbarG!-stetig) sind. Geometrisch bedeutet das, daR dort nicht nur dieiDee
einstimmen, sondern auch die Steigungen. Mit Parabeln lassen sich nur Kegelschnitte darstellen; die
Einsatzndglichkeiten sind also begrenzt.

Kurven dritter Ordnung mit stetigen ersten und zweiten Ableltun@érs(eng) an den Intervallgren-

zen (kubische Splines)dknen zu einer Gesamtkurve mit weichghergaingen an den Nahtstellen
zusammengesetzt werden. "weich” heil3t, dal} das Auge der gezeichneten Kurve nicht mehr ansehen
kann, wo die Sitzpunkte liegen. Neben der Steigung ist auch dignkmung identisch. Dies sind die
einfachsten Kurven, mit denen sich bereits komplexe Formen erzeugen lassen.

Gesucht: Approximation einer Kurve (t), die durchn+ 1 vorgegebene Punkte laufen soll mithilfe
von n Kurvenabschnitten.

Bemerkung: f wird in parametrisierter Form ermittelt (d= g(t),y = h(t)), da die explizite Form
y = f(x) prox-Wert nur einery-Wert erlaubt.

Die n+ 1 Stitzpunkte seierf (t;), die resultierenden Intervalle seiéint; 1], die fur das Intervali
zustindige Funktion sefi(t), 1 <i <n.
Jedesfi hat die Form
fi(t) = ft)+a-(t—t)+b-(t—t)2+c-(t—t)°
t<t<ti,,i=1,...,n

Es muf3 gelten

fitt)y = fiyat) for i=1,...,n—1 gleicher Wert
fi(t) = f.(t) far i=1,...,n—1 gleiche Steigung
f'(t) = f'.@t) fur i=1,...,n—1 gleiche Steigungmderung

Durch Festlegung vor”(tp) = f”(t,) = 0 wird das Gleichungssystem abgeschlossen.

Fur die Folget; reicht jede monoton wachsende Folge. Geeignet ist z.B. die Folge der euklidischen
Abstande zwischen den @zpunkten. Statt den Abstand= \/dx2 + dy? zu berechnen, verwendet
man die Ntherungsformet - (|dx| + |dy| +2-max(|dx], |dy])).

7.3 Bezier-Kurven

Spezifiziere die Kurve durch+ 1 StitzpunktePy, Py, . .., P,. Die Kurve Ruft nicht durch alle Sitz-

punkte, sondern wird von ihnen beeinfluf3t. Zeitgleich in den 1960’ern entwickelt voazieriei
Renault und von P. de Casteljau bei Citroen. Damals sollten Karosserien entworfen werden, die den
asthetischen Ansfichen der Designer und den technischen Ainsipen der Ingenieure gagten.

n
P(t) = Z}Bm(t)-P,, o<t<1
Der PunktR wird gewichtet mit Hilfe eines Bernstein-Polynoms.

B|n(t) = t' . (1_t)n—i’ | — O,...,n

il-(n—i)!
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Abbildung 7.1:Vom Spline-Algorithmus erzeugte Kurveninterpolation

| \ | \
0 1 0 1 0 1 0 1

Byz=(1-1)3 Big=3-t-(1—1t)? By3=3-12-(1—1) Bs3 =1t

Abbildung 7.2:Verlauf der Bernsteinpolynoméif n=3

Die wichtigsten Eigenschaften der Bernsteinpolynome:

e alle Bernsteinpolynome sind positiv alf 1],
o furjedes festegilt 5 oBin(t) =1,
L4 Bi,n(t) = Bn—i,n(l_t),

o Bnl) (B 10 1(t)—Bin1(t)),i >0,

¢ Maxima vonB; n(t) in [0,1] an den Stelleb=1,i =0,...,n.

Da alle Bernsteinpolynomeif O < t < 1 ungleich Null sind, beeinflussen allei®&tpunkte in diesem
Intervall den Kurvenverlauf.

Die Kurve beginnt im SitzpunktPy tangential zur GeradeRyP;, endet im SitzpunktP, tangen-
tial zur GeraderP,_1P, und verhuft innerhalb der konvexeniile der Siitzpunkte. Somit &nnen
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mehrere Bzier-Kurven aneinandergesetzt werden durch Identifikation von Endpunkt und Anfangs-
punkt aufeinanderfolgenderéBierkurven. Einen stetig differenzierbarghergang erreicht man bei
Kollinearitat der Punkté,_1, P, = Qq, Q1.

Berechnung der Bezier-Kurve nach de Casteljau

Um die aufwendige Auswertung der Bernsteinpolynome zu vermeiden, wurde von de Casteljau ein
Iterationsverfahren vorgeschlagen, welches durch fortgesetztes Zerteilen von Linien desgeen
Kurvenpunkt approximieren kann.

Es gilt:

P(t)on=(1—t)-P(t)on-1+t-P(t)1n

wobei die tiefgestellten Indizes angeben, welchgZptunkte in die Berechnung einflieen. D.h. eine
Bézier-Kurve vom Gradh |aRt sich durch zwei &zier-Kurven vom Grad — 1 definieren, indemifr

ein festeq die Punkte beider Kurven berechnet werden, und die Verbindungsstrecke ialthish
geteilt wird.

Po=Qo P;=Qs

Pr=0Q Q2 P,=Q2

Abbildung 7.3:Approximation einer Bezier-Kurve nach de Casteljau

Abbildung 7.3 zeigt die Berechnung eines Kurvenpunkieg & % Die Indizes geben an, welche
Stitzpunkte beteiligt sind. Abbildung 7.4 zeigt das Ergebnis dieser Iteraiiondei aneinanderlie-
gende kubische &ierkurven (Rekursionstiefe 3).
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Abbildung 7.4:Vom De Casteljau-Algorithmus mit Rekursionstiefe 3 gezeichnete Bezierkurven

I' * * * * * /

I* */
I* Zeichnen einer Bezierkurve 3. Grades nach De Casteljau */
I* */
[rxx Hokkkk Hxkkkk Hexkkkk Hkkkkk /
private void bezier(
double px0, double pyoO, /I mit Stuetzpunkt pO
double px1, double py1, /I mit Stuetzpunkt pl
double px2, double py2, /I mit Stuetzpunkt p2
double px3, double py3, /I mit Stuetzpunkt p3
int depth) /I aktuelle Rekursionstiefe
{
double gx01,qy01,gx12,qy12,qx23,qy23, /I Hilfspunkte
gx012,qy012,gx123,qy123,qx0123,qy0123;
if (depth == 0) /I lterationstiefe erreicht
drawLine(new Point( (int)px0, (int)py0), /I Linie zeichnen
new Point( (int)px3, (int)py3));
else {
depth--;
gx01 = (px0+px1)/2; aqyol = (pyO+pyl)/2;
gx12 = (px1+px2)/2; qyl2 = (pyl+py2)/2;
gx23 = (px2+px3)/2; qQy23 = (py2+py3)/2;
gx012 = (gx01+qx12)/2; qy012 = (qy0l+qyl12)/2;
gx123 = (gx12+qx23)/2; qyl23 = (qyl2+qy23)/2;
gx0123 = (gx012+qgx123)/2; qy0123 = (qy012+qy123)/2;

bezier(px0,py0,qx01,qy01,qx012,qy012,0x0123,qy0123,depth);
bezier(qx0123,qy0123,gx123,qy123,qx23,qy23,px3,py3,depth);
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7.4 B-Splines

Es sollen nun nicht alle 8tzpunkte Einflul3 auf den gesamten Kurvenverlauf haben und der Grad der
Polynome soll unakimgig von der Zahl der 8tzpunkte sein.

Spezifiziere die Kurve durchn 4+ 1 Stitzpunkte Py,...,Py, , und einen KnotenvektolT =
(to,t1,...,thik),tj < tj11 und PolynomeN

Pt = 3 NAlt)-F

Die PunkteR, wirken sich nur auf maximat Kurvenabschnitte aus und werden gewichtet durch die
Basis des B-Splines, Polynomg(t), abschnittsweise vom Grad-1 (0 <i <n):

1 fallstj <t <t
Niat) = { 0 sons{ R (7.1)
_ t—t , tik—t
t|+k—1*t| tl+k*tl+1

Bei Division durch Null wird der Quotient gleich gesetzt.

Durch die Wahl vork und T geht jeder Sitzpunkt auf einzigartige Weise in die Kurve eihkann
entwederuniform (die t; sind aquidistant) odenicht uniformgewahlt werden. Jede der beiden Ar-

ten kannoffen (Anfang und Ende vo bestehen jeweils ausmal dem kleinsten bzw. gfitent;)
oderperiodisch(es ergeben sich periodische Gewichtungspolynome, die durch einfaches Verschieben
auseinander hervorgehen) sein.

Der Knotenvektor wird hufig wie folgt gevahlt fur0 < j < n+k:

0 falls j <k
tj=¢ j—k+1 fallsk<j<n

n—k+2 fallsj>n

Hierdurch wirdt im Intervall [0,n— k+ 2] definiert.

Beispiel: k = 3, n = 4 ergibt einen offenen uniformen quadratischen B-Spline mit dem Knotenvektor
T =(0,0,0,1,2,3,3,3). Die StitzpunktePy, P, P>, P3, P, haben nur lokal EinfluR auf den Kurvenver-
lauf, und zwar in den Intervallene [0,1],[0,2],[0,3],[1,3],[2, 3].

Sonderfall

Fir k = n+ 1 ergibt sich fir den Knotenvektor der Sonderfall

T=(0,..,0,1,..,1).
S~ Y~

kmal kmal
Die zugeldrigen B-Splinefunktionen haben die schon bekannte Form

Nik(t) = 5 (k= 1! A (1-ti=0,... k-1

(k—1—i)
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1 Nos(t) 1 Ni3(t) 1~ No3(t)
[ | | | | | | |
0o 1 2 3 0o 1 2 3 0o 1 2 3
14 N3 3(t) 1 Ny 3(t)
I [ | I I ]
0o 1 2 3 0o 1 2 3

Abbildung 7.5:Verlauf der Gewichtungspolynon¢ y firk = 3

Somit lassen sich also die B-Splinefunktionen als Verallgemeinerung der Bernsteinpolynome auffas-
sen.

Wie bei den Bernsteinpolynomen gilt audlr flie B-Splinefunktionem; x, daf? sie positiv sind, und
SitoNik=1.

Abbildung 7.6:B-Spline mitn = 6, k = 4 und 35 Interpolationspunkten

Eigenschaften
B-Splines haben zwei weitere Eigenschaften, dreden praktischen Einsatz von grof3em Interesse
sind:

e Sie verlaufen innerhalb des aus derutdpunkten gebildeten konvexen Polygohksrivexe
Hulle.
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e Sie sind invariant unteaffinen Abbildungen

Konvexe Hulle

Die Kurvenpunkte eines B-Splines ergeben sich durch eine baryzentrische Kombinatiofitder St
punkte. Da die Gewichtungspolynorrig flle ParameterwertegroRer oder gleich Null sind, handelt
es sich sogar um einkonvexe KombinatiorDeren Werte liegen innerhalb der konvexeille der
Stitzpunkte.

7.5 Affine Abbildungen und Invarianz

Affine Abbildungen bestehen aus einer linearen Abbildung und einem translativen Anteil:
BX=AX+T
Es handelt sich um eineindeutig umkehrbare Abbildungen, bei denen

e Geradlinigkeit,
e Zusammengairigkeit (Objekt wird nicht zerissen),
e Paralleliit und

e Teilverhaltnisse auf jeder Geraden

erhalten bleiben. Wogegen

e Positionen,

Langen,
o Winkel,

Flacheninhalte und

Orientierungen (Umlaufsinn)

sichandern knnen.
Alle bisher in der Vorlesung behandelten Transformationen sind affine Abbildungen.

Invarianz unter linearen Abbildungen bedeutet in diesem Zusammenhang, daf? es keinen Unterschied
macht, ob erst die Kurve gezeichnet und dann jeder der gezeichneten Kurvenpunkte abgebildet wird
oder ob die Sitzpunkte abgebildet werden und die Kurve dann auf Basis diese neizpikte
gezeichnet wird.
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7.6 NURBS

Uber die Eigenschaften der B-Splines hinauareviir den 3D-Fall auch eine Invarianz unfepjek-
tiven Abbildungemwiinschenswert, da dort die 3D-Kurven auf den 2D-Bildschirm projeziert werden

mussen.

Um moglichst groRe Freiheit bei den darzustellenden Formen zu haben, sollten die Kurven beliebi-
ge Kegelschnitte (also Kreise, Parabeln und Hyperbelnalzem knnen, wie sie in Abbildung 7.7
gezeigt werden.

Parabel /3
AN
Hyperbel NV,
B H
Ellipse /‘é
//
.

Abbildung 7.7:Kreis, Ellipse, Parabel und Hyperbel erzeugt durch Kegelschnitte

Beide Wunsche werden von der allgemeinsten Form zum Zeichnen von Kurvigit.€e5 handelt
sich dabei uMNURBS (nonuniform rational basis splines)

n

P(t) = %Ri,k(t) R mit

hi - Ni k(t)
Ri(t) > ohy - Njk(t)

Nonuniformbedeutet, dass die Knoten auf dem Knotenvektor ragoidistant sein filssenyational
bedeutet, dass die Gewichtung eines Kontrollpunktes durch den Quotienten zweier Polynome definiert
wird.

Abbildung 7.8 zeigt den Einfluss der Gewichte auf den Verlauf der Kurve. Ein GeWichtl ver-
schiebt die Kurve in Richtung Kontrollpuni®,, ein Gewichthy, < 1 verringert den Einfluss von
KontrollpunktP, (und ertvht dadurch den Einfluss von Kontrollpurfkt

Zur Berechnung von NURBS-Kurven bedient man sich der homogenen Koordinateichstumird
ein PunktP (x;,y;)" in seine homogenen Koordinat®x;,y;,1)" tberfihrt und dann mit seinem
Gewichth; multipliziert. Die so entstandenen Puni®&w; - x;, w; -yi,h)T werden nun mit den Ge-
wichtspolynome; i verarbeitetP’ (t) = S1LoNi k(t) - P/
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Po

Abbildung 7.8:Einfluss des Gewichtes auf den Verlauf der Kurve

Zur Anzeige der errechneten Kurve werden die homogenen Koordinaten durch Division der dritten
Komponente in Punktkoordinatémerfihrt:

T (XY
(.2~ (.Y)

NURBS bieten gegdiber B-Splines einige Vorteile:

e NURBS sind eine Verallgemeinerung der B-Splines: i = 1 Vi reduziert sich die NURBS-
Kurve zur entsprechenden B-Spline-Kurve.

¢ NURBS sind invariant bzgl. perspektivischer Projektion. Dies bedeutet, dal3 zur Projektion einer
Kurve nicht alle Kurvenpunkte projeziert werderissen, sondern es reicht, di€&i@punkte zu
projezieren und dann zu einer Kurve zu verbinden.

¢ NURBS sind (im Gegensatz zu nicht-rationaBSpline3 in der Lage, Kreise zu beschreiben.
Abbildung 7.9 zeigt die 8 Kontrollpunkte zusammen mit ihren Gewichiielén Einheitskreis
mit Radius 1. Der zugéhrige Knotenvektor lautet (0,0,1,1,2,2,3,3,4,4), wobei der erste und der
letzte Kontrollpunkt jeweils doppelt benutzt werden.

(0,1,1)
(-1,1,2) o (1,1, %)
(71)071) (17071)
(-1,-1,%2)e o (1,-1,%3)

(0,-1,1)

Abbildung 7.9:Kreis erzeugt durch NURBS
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7.7 Java-Applet zu Splines

Abbildung 7.10:Screenshot vom Splines-Applet



