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3D-Koordinatensystem

Das kartesische Koordinatensystem
in der rechtshandigen Form:

Daumen: x-Achse
Zeigefinger:  y-Achse
Mittelfinger: z-Achse
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Lange eines Vektors




Skalarprodukt

/U°/U_j:: E V; - W;

1=1
v, W, Z€R3, seR
Symmetrie: Vow =
Linearitat: (U + w) S
Homogenitat: (SU) W =

euklidische Norm: vl =




Skalarprodukt und Winkel
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Kosinussatz

a
h? =b* — e’ :
d* = (a—e)* =a?—2ae+ e
C2:h2—|—d2

2 =02 —e?+a?—2ae+e*> =a’+b°—2ae
cos(y) =e/b =e="b-cos(v)
c? = a® + b* — 2ab - cos(7y)



Zusammenhang
von Winkel und
Skalarprodukt

l

+ 1B — 2(a||B| - cos()
+ B2 — 2(a||B| - cos()

l

—a-a+b-b— 2|dlb| - cos(v)
.G+b-b— 2&’5-008@)
bl - cos(7)




Skalarprodukt und Ebene
Sei Ebene gegeben

... durch normierten Normalenvektor: 0
... durch Punkt a auf der Ebene: #
Vs =
Flr alle Punkte 7 auf der Ebene gilt: r
(rf’_ C_L’) : _6 — () Bez. zwischen
Winkel und
T . _E) —da n_b — Skalarprodukt

0
. S - ng
r-np—D=0 DecR cos(y) = -
D=9 BRI

= |31 o] - cos() = 4]

D = Entfernung der Ebene zum Ursprung



Geradengleichung

y=—3x+6

%$—|—y—6:O
3r+2y—12=20

P
d 3r+2y—6=20
Normalenvektor: ¢ = ( g >
| U] = 3.605
1 2\3 4

normiert: U= 0.832
"7\ o554 )



Ebenengleichung

3r + 2y — 12 =0
3r+2y—12+6 =0
3xr+2y—124+62=0

Normalenvektor:
3

v=| 2
6
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Kreuzprodukt

U1 w1

U = U2 W = W9

U3 w3

Vo2 - W3 — V3 - W2

UX W = U3 - W1 — V1 * W3 Vv Xw
U1 - W2 — V2 - W 3
£
— — — — . vDaU -IT-J)
ot - i) gl
egef\“ge(

~cg/2016/skript/Applets/CrossProduct/
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antikommutativ

Vo - W3 — V3 - W2
UXwW=| w3 -w;— v w3
V1 -Wo2 — V2 - W1

W9 - V3 — W3 * V2

W X U = Wwg - V1 — Wy * Vg
w1 - Vo2 — W92 * V1

(U x W) = — (W X v)
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Kreuzprodukt und Ebene
<P3 PQ:P1><P3:P1
Fi P, Ax +By+Cz+D =0
aus Normalenvektor + Punkteinsetzen = D
— Ebenengleichung
aus Ebenengleichung = Normalenvektor
(,9y, 2) liegt

...in der Ebene, falls Ar + By + Cz+ D =0
... oberhalb, falls Ax+ By+Cz+ D >0

..unterhalb, falls  Axr+ By +Cz+ D <0
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Kreuzprodukt und Polygon
P

'=..P2
/\ New = (P1 — P3) X (Py — Py)

P nccw—(Pl P2)><(P3:P1)

-.P2
/(\ New =— —Necw

e : im konvexen Polygon
gegen Uhrzeiger (aus Sicht des Betrachters):

= Normale zum Betrachter y



Beispiel

. )
Ebene gegeben P =0 |RB=|1 |P=
durch 3 Punkte 0 0

Normalenvektor (P2 —P1) x (P3—P1) = (

Ldnge des Normalenvektors V12412412 =3

1/v/3
Normierter Normalenvektor ng = 1/v/3
1/v/3

1 1/v3
Abstand vom Urserung _ ( 0 ) . ( V3 ) — 0.5773
1/\/§ 15

a - no



Determinante

ordnet einer quadratischen Matrix

(a1 a2 a3z ais

eine Zahl zu:  det(4) |A]

|A| determiniert, ob A invertierbar ist
=0
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Gleichungssystem

a-r=2~=
ZE:b/a fallsa # 0

-1, b falls A invertierbar
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Inversion einer Matrix

gesucht Almit A-A 1l=FE=A4"1.4

moglich, falls Determinante von A # 0
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Definition der Determinante
det(A) = D cg. (sgn(o)I}_a; o))

w ! v
—ai3 CL2§ a3z4 ad41 &5%

alle Permutationen

sgn(o) = Vorzeichen der Permutation
+ bei gerader Zahl von Vertauschungen

- bei ungerader Zahl von Vertauschungen

= n! Summanden
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Determinante fur n=2 und 3

aii
a21
asi

aio
aoo
a32

ai13

a33

+ ai1 - a9
aiz - asy
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rekursive Definition der Determinante

Matrix A
ohne Zeile i
ohne Spalte j

far beliebiges i:

=21 @i - (—1)77 - det(Us 5(A))

— 7
~

Adjunkte
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Az’j = (-1)H .

Adjunkte A;

Unterdeterminante bzgl i,j

= —|+a11(a32044 — a34042)
—a12(as31a44 — a34041)
+a14(as1aq2 — azaa41)]
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Berechnung der Matrix-Inversion

Wahle Zeile 1

det(A) =Y apwdin
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Koordinatensysteme

v v

Gegeben: blaues + rotes Koordinatensystem

Gegeben: Gegeben:
P beschrieben in Blau P beschrieben in Rot
Gesucht: Gesucht:

P beschrieben in Rot P beschrieben in Blau
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Koordinatensystemwechsel, die 1.
y beschreibe P aus Sicht von blau

Verschiebe rotes System um -Q

Yy
e;- $ = Verschiebe P um +Q
:: (6,4) Q= (4,3)
. p.(2,1) 2+4= 6
3- Q* " X 1+3=4
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Koordinatensystemwechsel, die 2.

drehe rotes System
um a nach rechts =

drehe P um o nach links

verschiebe um Q
cos(a)=4/5=0.8
sin(a)=3/5=0.6

Q = (6,2)

~ ~N
0.8 -0.6 6.0
0.6 0.8 2.0

y3eschreibe P aus Sicht von blau

10 1 (7,9)

94 Py, (5:5)

8 - \

7- \\
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Koordinatensystemwechsel, die 3.

- ~ ) Y
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Koordinatensystemwechsel, die 4.
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Beschrieben im Koordinatensystem von A



Koordinatensystemwechsel, die 5.

Gegeben Punkt P,, beschrieben in A

Gesucht Punkt Py, beschrieben in B

Multipliziere P, mit der Inversen von Mg_,,
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