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Missionsstatement bzw. Vorwort

Ich habe es mir zur Aufgabe gestellt, meine Aufzeichnungen aus der Vorle-
sung so gut wie mir moglich nach IATEXzu iiberfiihren.

Dabei sind mehrere Probleme aufgetreten, die jedem Leser dieser Mitschrift
bewusst sein sollten:

e ich kann etwas falsch abgeschrieben haben
e ich kann etwas falsches abgeschrieben haben

e die Struktur an der Tafel, stimmte nicht direkt mit der Struktur des
richtigen Skriptes iiberein

e die Ausfithrungen von der Tafel reichen mitunter nicht aus um die
Zusammenhénge zu verstehen

e ich konnte beim Aufschreiben etwas falsch interpretiert und damit
falsch dargestellt haben

e ich stelle keinen Anspruch an Vollsténdigkeit

Natiirlich habe ich versucht alles fehlerfrei ab- bzw. aufzuschreiben, da sich
allerdings einige Dinge meinem Verstédndnis entziehen, kann ich keine Ga-
rantien auf Richtigkeit geben.

Da, wo es mir moglich war, habe ich versucht erklirende Kommentare
zu geben bzw. den Punkt ausfiihrlicher aufzuschreiben.

Als Begleitliteratur hat sich Krengel [?] nur bedingt als niitzlich erwiesen
auch wenn ich mir eher eine Vorlesung gewiinscht hétte, die darauf aufbau-
te. Insgesamt wurde das Thema abstrakter und mit weniger Blick auf die
Statistik als in [?] behandelt. Dafiir sind sicherlich die Biicher von Bauer ([?]
+ [?]) besser geeignet. Auch die alte Ausgabe [?], die noch beide Biicher in
einem enthélt und in der Bibliothek als Lehrbuch zu erhalten ist, sollte als
Begleitliteratur zu gebrauchen sein.
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1 Kombinatorische Probleme und diskrete Wahr-
scheinlichkeitsriume

Bemerkung 1.1 A=ay,...,a,
A": r-fache kartesische Produkt aller r-Tupel (a;,,...,a; )1 <i<n
= Anz(A") = |A"|=n" (klar, ... Induktion)

Folgerung 1.2 A, B Mengen, Anz(A) = r, Anz(B) = n, dann ezistieren
genau n” Abbildungen ¢ : A — B

Beweis (¢: A — B) i (p(ar),...,e(ar)) € B"
B" hat n” Elemente (sieche 1.1) und da 1 injektiv ! 4 surjektiv 2
= gibt es auch n” Elemente (¢ : A — B)

Bemerkung 1.3 A = {a1,...,a,} (n€N)
Seir € N mit r <n setze A" = {(b1,...,b,) € AT|by,...,b, € A paarweise
verschieden}

Beweis Induktion:

r = 1: ist klar ((n’ji'l), =n)

r — r+ 1: fr den Fall » + 1 < n (macht ja sonst keinen Sinn) Seien
(bi,...,b,) € AM

Fiir die Wahl eines b1 € A mit (by,..., by, by1) € AT gibt es (n —7)
Moglichkeiten 3

= Anz(AUH)) = Anz(AD) . (n—7r) = (n’_“r)! (n—r)= W'-H))' 0

Anmerkung: Jedes r-Tupel (by,...,b,) € A" heiBit auch eine r-Permutation
der Elemente {a1,...,a,}

Folgerung 1.4 i) Anz(A)=r €N, Anz(B)=ne N mitn>r
= FEs ex. genau (f'r), injektive Abb. p: A — B

n
n

'4ndert sich die Abbildung so dndert sich auch der Vektor in B” - ¢(a;) ist dann z.B.
verschieden vom vorigen ¢(a1)

2man kann sich fiir jedes Element in B" eine Abbildung vorstellen, die dieses Element
erzeugt

3Forderung: b, 41 # b1, ..., by, r verschiedene Elemente aus A wurden schon genommen,
bleiben nur noch (n — r) iibrig



ii) Anz(A) = Anz(B) =n €N
= Fs ex. genau n! bijektive Abb. ¢ : A — B

Beweis

. m ,
i) (p: A— B) ¥ (¢(ar),...,p(a)) € BM 4
1 ist injektiv + surjektiv

i) n=rv>
¢ bijektiv <= ¢ injektiv <= ¢ surjektiv, da Anz(A) = Anz(B) =
n

Satz 1.5 Anz(A)=neN Seir e N mitr <n.
Es ex. genau () Teilmengen B C A mit Anz(B) =r

Beweis B C A mit Anz(B)=r

Es ex. genau r! bijektive Abb. ¢ : {1,...,r} — B (1.4 1))

Es ex. (nii'r)' injektive Abb. ¢ : {1,...,r} — A (1.4 4))

Mit anderen Worten: Es gibt (n”f'r), verschiedene Zuordnungen von Zah-
len 1,...,r zu r Elementen von A, die somit eine Menge B C A bilden, fiir
die gilt: Anz(B) = r. Allerdings enthilt das auch Zuordnungen von 1,...,r
zu ein und der selben Menge B 6. Nun, wie viele solche Mehrfachzuordnun-
gen gibt es? Genau so viele wie verschiedene injektive Abb. zwischen gleich
groBen Mengen (r!). Wir miissen also fiir jede Menge B r! Zuordnungen

abziehen:
N n! .1 (n
(n—r)t 71 \r =

Bezeichnung: Auswahl einer k-elementigen Teilmenge aus einer n-elementigen
Menge (n > k) = Entnahme einer ungeordneten Probe vom Umfang k aus
einer n-elementigen Menge ohne Wiederholungen.

Satz 1.6 A mit Anz(A)=neN, keN
Man kann ("Jr,’:*l) unterschiedliche Proben vom Umfang k mit Wiederho-
lungen aus A entnehmen.

“da ¢ injektiv, sind alle @(ay) verschieden und somit (¢(a1),...,¢(ar)) € B™
5 ml

(nfn)!
mal kénnte z.B. die 1 auf ein Element von B zeigen und ein anderes mal konnte die

1 auf ein anderes Element von B zeigen ohne, dass sich B dabei &ndert

=n!
6



Beweis o0oBdA sei A ={1,...,n}

Definiere auf A" eine Aquivalenzrelation (a1,...,ax) ~ (by,...,b)

@ ~b <= Es ex. eine bijektive Abb. o : {1,....k} — {1,...,k} mit
bj:agj jzl,...,k‘

= Umordnung der Elemente (Permutationen)

= 0BdA ist erreichbar, dass a; < ag < --- < aj (Schreibweise: [ay,...,ax])

Setze Ak = {[a1,...,an]la1 < - <an}, T C={1,2,...,n+k—1}

¢: AF — (B e P(0)8|Anz(B) = k}

o([ar,az,...,a;]) ={ai,aa + a3+ 2,...;ap +k—1} C C

da ¢ injektiv + surjektiv und alle Elemente {a1,a2 + 1,a3 + 2,..., a5 +
k — 1} unterschiedlich ? kann man Satz 1.5 anwenden (Anz(C) =n + k —

1, Anz(B) = k): o
= Anz(AF) = <n—|—k— > O

In A* (ohne Reihenfolge) kommen diese Proben unterschiedlich oft vor (sie-
he 7)

Weitere Situation Menge €2, Anz(2) =n € N, A C Q dann heit A Er-
eignis

P:P(Q)— 0,1, P(Q) =1, P0)=0

ANB=0= P(AUB) = P(A)+ P(B)

A = {w} = Elementarereignis P(w) = p, = P({w})

ACw=P(A) = caPos 2weqPo=1
P(A) = 1 = sicheres Ereignis
P(A) = 0 = unmogliches Ereignis

Bemerkung 1.7 Anz(Q) e N, A,B,A1,..., A, € P(Q)
=

7 A* enthilt somit alle geordneten Elemente aus AF, z.B. (1,1,2,3) aber nicht
(1,2,3,1), deren Anzahl der der unterschiedlichen Proben vom Umfang k& mit Wieder-
holungen entspricht

8P(C) ist die Potenzmenge von C

9da wir wissen, dass a1 < ag, muss a1 < az + 1 sein



i) P(A°) =1—P(A) A°={we Qw¢ A}

ii) AC B= P(A) < P(B)

iii) P(A\ B) = P(A) — P(BN A), P(AUB) + P(ANB) = P(A) + P(B)

iv) P(AiU---UA,) < P(A1)+ -+ P(4,)

v) AiNAj=0i#j=PA1U---UA,) =P(A1)+---+ P(Ay)

vi) P(A) =23 ea P(w) =2 eaPu
Beweis iii)
A=(ANB)U(A\B), (A\B)N(ANDB) =0
= P(A) = P(ANB) + P(A\ B)

P(AUB) = P(BU(A\B)) = P(B)+ P(A\ B)=1P(4) + P(B) — P(AN
B) o

10.04.
Bemerkung 1.8

Laplace- Wahrscheinlichkeitsraum: eine endliche Menge, jedes Element
dieser Menge ist gleich wahrscheinlich

Q Anz(Q)=n ACQ
_ Anz(A)

n

P(A)

= Gleichverteilung

Beispiel 1.9 4 Wiirfel, man bestimme die Wahrscheinlichkeit, dass die er-
scheinenden Augenzahlen alle unterschiedlich sind (bei einem Wurf mit allen

Wiirfeln,)

0o ={1,2,3,4,5,6} Ergebnisse des Werfens eines Wiirfels

4 Wiirfel: Q = Qf =alle Tupel {(i1,42,43,4)|i1,...,i4 € {1,...,6}}
Anz(Q) = 6*

Alle Augenzahlen unterschiedlich (1.3) Anz(Q(()4) = g—;

6! 5

P= 5167 18

pP(A\ B) = P(A) — P(ANB)



Beispiel 1.10 Zahlenlotto 6 aus 49

(1.5) = (469) unterschiedliche Arten aus {1, ...,49} ungeordnete Proben vom
Umfang 6 zu entnehmen

= @ = Wahrscheinlichkeit fiir'6 Richtige’

6
1 < j <6, gesucht: Wahrsch. p; fiir ’j Richtige’:
{wi,...,we} > j-Zahlen — (?) 1

O\ {wr,...,we} 3 (6 — j)-Zahlen — () 12

() (62))
()
Bemerkung 1.11 Q= QU Qomit Q1 NNy =0

Anz(Q1) = ny1, Anz(Q2) = ng, n =ny + ng = Anz(Q)
mi,me €Ng m; <n; 1=1,2

= pj =

i) es ex. genau (1) ("?) Teilmengen A € Q mit Anz(ANQYy) =m; i=

n1\ (N2
m1/ \ma
1,2

i) m = my + me, Gleichverteilung = Wahrscheinlichkeit der Auswahl
einer Teilmengen A € Q, Anz(A) =m, Anz(ANQ;) = m,; ist

(o) (o)
(m)

h(mi,ma,ny,ng) = = hypergeometrische Verteilung

Begriindung: Zahlenlotto
Beispiel 1.12 Skat

ges.: Wahrscheinlichkeit, dass Spieler I genau 3 Buben hat
)1 = Menge der Buben

ny = 4 my = 3

n2:28 m2:1013—3:7

4\ (28

(o) 899

p:

"wihle j-Zahlen aus den 6 Richtigen
12dje restlichen der 6 gezogenen Zahlen kommen aus den 43 ’Falschen’
13heim Skat bekommt jeder Spieler 10 Karten



Bemerkung 1.13 n,ny,...,n, € N re N, r>2 Anz(Q) =n=n1 +
e + Ny
n n! o
Es ex. genau := ———— unterschiedliche Tupel (A1,..., A;)
N1yeen, Ny ni!...n,!
von Teilmengen A; € Q mit Anz(A;) =n;, AiNA; =0 firi#j
— Multinomialkoeffizienten

Wir haben hier eine Menge §2 gegeben, die genau n Elemente hat. Des wei-
teren haben wir noch gegeben wie viele Teilmengen € hat (r) und wie viele
Elemente jede Teilmenge haben soll (nq,...,n,).
Gesucht ist dann, wie viele M6glichkeiten es gibt, die verschiedenen Elemen-
te von 2 auf die Teilmengen zu verteilen.
Zum Beispiel konnte 2 die Zahlen 1,...,4 enthalten und wir suchen die
Anzahl der Moglichkeiten, wie man die 4 Zahlen auf eine Teilmenge mit 3
Elementen und eine Teilmenge mit 1 Element verteilen kann. Die Berech-
nung gibt an:
4!

31

Das entspricht folgenden Verteilungen:

Al(nl = 3) ‘ Ag(ng = 1)

1,2,3 4
2,3,4 1
3,4,1 2
4,3,2 3

Dabei scheint die Reihenfolge innerhalb des Tupels von Teilmengen (A;, As)
festgelegt zu sein bzw. nicht zu interessieren.

Beweis r=1v
r—r+1: ng,ny,...,N,,n=n9+n1,....,0, =>m<n
————

m
Ay C Q fest, Anz(Ag) = ng fest
Q():Q\Ag ATLZ(Q()) =m=ny+- -+ n
Es ex. (nlmnr) unterschiedliche Tupel (A1, ..., A;), Anz(A;) = n; mit j =
1,...,m, AiﬂAj =0 # 7, Aj C Qo
Insgesamt sind es dann:

p— . = D
no/) \ni,...,n, nol(n=—mg)l ni!...n,! NY, N, .« o, N

14 n!
nl — 1
niy!




Beispiel 1.14

Wie lange muss gewdiirfelt werden, damit sicher einmal 6 erscheint?
Unexakt: Es gibt keine richtige Antwort auf diese Frage mit k € N. Gibt es
sie fiir k — o0?

Eine halbwegs richtige Antwort (approximativ) erfordert Q = N

P:P(N) — [0,1], P(N) =1, P(0)) = 0

Zusatzforderung: p, = P({n}) € [0,1] an =1
n=1

ANB=0=p(AUB)=P(A)+ P(B)

Es gelten dann auch die iiblichen Eigenschaften wie in 1.7.

(An) disjunkt P(UjZ; 45) = 52, P(4;), da die absolute Konvergenz ge-
geben ist (indifferentes Ergebnis gegeniiber Umordnung)

Bemerkung 1.15 Bernoulli- Experiment:

Qo ={a,b},0<p<1

p = P({a}) Wahrscheinlichkeit des Erfolges
q=1—p= P({b}) Wahrscheinlichkeit des Misserfolges
n-mal unabhingig wiederholt: ) = Cf

Folgerung 1.16

Frage: Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass man bei n Wiederholungen
j-mal (0 < j < n) Erfolg hat?

Anzahl der a in (¢1,...,¢,) € Q =7, Anzahl der b=n — j

Es gibt also (?) verschiedene Moglichkeiten an welcher Stelle im Vektor
(c1,...,¢n) J a vorkommen.

= P(j—mal Erfolg) = <n>p] q"~7 = b(n, j, p) = Binomialverteilung
J
S ob(n,g,p) = Y7 (?)qun,j —(ptqn=1"=1

Frage: Wie wahrscheinlich ist es, dass genau bei der j-ten Wiederholung
der erste Erfolg eintritt? (= P(A))

(b,...,b,a) ~ P(A) = ¢ 'p, j €N = geometrischeVerteilung
———
J




i— 1
Z]oi1qj 1p:pZ:i0qr:p-m:1

n

d = — D
=1 — 4

= Wahrscheinlichkeit, dass bis zum n-ten Wurf mindestens einmal p gekom-

men ist

14.04.

Bemerkung 1.17 negative Binomialverteilung = Pascal-Verteilung

Qo = {a,b}, p= P({a}) = Erfolgswahrscheinlichkeit

r,k € N r+k=nWiederholungen : Q"

f(k,r,p) ist die Wahrscheinlichkeit, dass dem r-ten Erfolg genau k-Misserfolge

vorausgehen
k+r—1Y\ ,
= f(k,r,p) = < L )p q*

Situation: (n = r+k)-te Stelle ist a, sonst gibt es noch r+k—1 Stellen, in
denen k-mal b vorkommt und (r — 1)-mal a. Alle Moglichkeiten aus r+k — 1
Stellen k zu ziehen:

r+k—1\ (r+k-1 (r+Ek=1\ ,
( I >—< r_1 >:>Wert.< i )pq

Bemerkung 1.18 Poisson- Verteilung

k=0

= Approximation der Binomialverteilung bei sehr kleinem p fiir « =p-n
Rechtfertigung:
Binomialverteilung (})p"g"~*, fiir sehr kleines p ist ¢ fast 1, kiirze (n — k)!

n(n—l)...-(.'.nk—k—&—l)pk

aus Binomialkoeffizient: 15

der endliche Raum der Binomialverteilung wird durch den unendlichen Raum
der Poissson-Verteilung ersetzt = besser berechenbar

10



2 Bedingte Wahrscheinlichkeit

Q # (), abzihlbar, YoweaPw =1,p, >0, P(A) =3 caDw

Definition 2.1 Bedingte Wahrscheinlichkeit

BeP(Q), P(B)>0, AcP(Q)

Die bedingte Wahrscheinlichkeit des FEintreffens von A unter der Hypothese
B:

P(A|B) = P(]f(;)B)

Beispiel 2.2

2 Schrinke (gleiches Aussehen) haben jeweils 4 Schubladen

Schrank I : in jeder Schublade ist eine Kugel

Schrank II: in einer Schublade ist eine Kugel, in den anderen sind keine
Nun wird eine Schublade getffnet, darin liegt eine Kugel. Wie grof§ ist die
Wahrscheinlichkeit, dass diese Schublade in Schrank I war?

B ist das Ereignis, dass eine Schublade mit einer Kugel getffnet wurde
A ist das Ereignis, dass eine Schublade aus Schrank I geéffnet wurde
LaPlace-Raum:

P(B)=—, P(A) = ,P(AﬁB):% :>P(A|B):§

ool ot
N |

Satz 2.3
i) BeP(Q), P(B)>0
P(Q2) 5 A P(A|B) ist eine Wahrscheinlichkeit

it) B1,..., By € P(Q) paarweise disjunkt (unvereinbar)
Q= B; U---U B, totale Wahrscheinlichkeit

P(A) = 3" P(AIBYP(By)
k=1

Festetzung: P(A|Bg) =0 falls P(Bg) =0

i1i) Formel von Bayes
AeP(), P(A)>0
Voraussetzung: ii)

_ P(B;))P(A|B;)
PBIA) = s 541y P(By)

11



Beweis

i) dies ist leicht nachzupriifen und ist nur Schreibarbeit

i) A=ANQ=ANn(B1U---UB,)=(ANB)U---U(ANDB,)
= P(A) =31 P(AN By)
= > k1 P(A|By) P(By)
P(B;nA)  P(A|B;)P(B;)
iii) P(B;|A) = P(A) = P(A)
i)  P(A|Bi)P(B)
> k=1 P(A|Bi) P(By)

Beispiel 2.4 Skat

Spieler I hat zwei Buben.

Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit, dass die anderen Spieler jeweils einen
Buben haben.

Ereignisse:

Aj = I hat genau zwei Buben

Ay = II hat genau einen Buben

Az = III hat genau einen Buben

() ()
(i)

P(A2 N A3|A1) = P(A3]A1 N Ag) - P(Ag]Ar) = 0,4329

P(Ay) = (1) () P(A3|A; N Ag) = 1))

P(A2]Ay) =

17.04.
Beispiel 2.5

Urne I : 4 rote, 2 schwarze Kugeln

Urne II: 8 rote, 12 schwarze Kugeln

Eine Urne werde zufillig ausgewéhlt und aus dieser dann eine Kugel gezo-
gen.

Frage: Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass diese Kugel rot ist?

Falsch wiére eine reine Betrachtung der farbigen Kugeln: 12 rote, 14 schwarze
=P=25

Richtig: B; (i = 1,2) sei das Ereignis, dass Urne i ausgewihlt wurde,
P(B1) = P(By) = 5

A sei das Ereignis, dass die Kugel rot ist.

= P(A|By) = 5 P(A|By) = % = P(A) =

Wil N

12



2.1 Unabhingige Ereignisse

Vorbetrachtung:

2 Experimente, diese sollen nacheinander ablaufen, keine gegenseitige Be-
einflussung

1. Experiment: 4, Py, P(Q1), w; € O

2. Experiment: Qo, Pa, P(2), wa € Qo

Q1 x Qo Produktraum

pwl,aJQ = pwl : pwg

A1 EQl, AQEQQ

P(Al X AZ) = Z P ,wo

w1,w2EA] X Ao

By = A1 X QQ = 15P(Bl) = Pl(Al)
BQ = Ql X A2 4 P(Bg) = PQ(AQ)

2 i 2
1 |
Z G
: : 2
- BB
] 1 2
A )
[
. 2
Abbildung 1: Ubersicht Produktriume
P(BiNBy) = Z(wl,m)eBmBg Puwy,ws = Zw1€A1 P Pwn

€As

w2
- ZwleAl ZUJQEAQ pwlpw2 = Pl(Al) ' PZ(A2)
= P(B1)- P(By)

15P(A1 X Q2) = Zw1,u}2€A1XQ2 Puwrws = ZwleAl Zw2e§22 Pwy * Puy = ZwleAl Puy -
Zw2692 Puwy = EwleAl Puwy - 1

13



Definition 2.6 Unabhdingigkeit von Ereignissen
Q, P(Q), P diskreter Wahrscheinlichkeitsraum
A, B C P(2) unabhingig <= P(ANB) = P(A) - P(B)

Folgerung 2.7
P(B) >0
A, B C P(Q2) unabhingig <= P(A|B) = P(A)

Beweis B 26 PiA

»_” P B) 26 P -P(B

=" P(A|B) = Bl 2 BYAB) — p(a)

" P(AIB) = PEE2 '8 p(a) = PEEP) « P(A)- P(B) = P(ANB) 0

Definition 2.8
0 # A B C P(Q) unabhingiy <— A € A B € B = P(ANnB) =
P(A) - P(B)

Beispiel: Q= Ql X QQ A= A1 X QQ’Al C Ql B= Ql X BQ‘BQ C QQ
Beispiel 2.9 Wiirfel, zweimal gewiirfelt

1. A = Augenzahl des ersten Wurfes ist gerade
B = Augenzahl des zweiten Wurfes = 1
P(A) =3, P(B) =35
P(ANB) = P((2,1),(4,1),(6,1)) = 3 = 15 = P(A) - P(B)

2. A = Summe der Augenzahlen beider Wiirfel ist gerade
B = Augenzahl des zweiten Wurfes ist gerade

PA)S=1=PB) PANB)'"=1=P4) PB)

3. A = Summe der Augenzahlen beider Wiirfel ist gerade und < 8
B = zweiter Wurf = 4 oder 6
P(A)=38,PB)=1%
P(AN B) = & = nicht unabhéngig

Bemerkung 2.10

A C P(Q) System unabhdngiger Ereignisse
=ABe A A#B= P(AnB)=P(A)P(B)
exakter: Ay,..., A, € A= P(N4;) =[]P(4;)

18die Augenzahlen der zwei Wiirfe miissen entweder beide gerade oder ungerade sein,
damit die Summe gerade ist

17in der Hilfte aller Durchginge ist die erste Augenzahl gerade, wiederum bei der Hilfte
davon ist die zweite Augenzahl gerade

14



i) Ao = AU{0,Q} ist ein System unabhingiger Ereignisse

i) A={Ajlie J} B;e{A4;,A:0,QF P(A°) =1- P(A)
= B ={B;|i € J} ist ein System unabhingiger Ereignisse

15



24.04.

3 Zufallsvariablen auf diskreten Wahrscheinlich-
keitsraumen

Q#0, P(Q), Q3w p, €[0,1], Y copo =1, P(A) =" caPw

Dann ist eine reelle Zufallsvariable eine Funktion X : ) — R,
eine komplexe Zufallsvariable eine Funktion X : Q — C
und ein (reeller) Zufallsvektor eine Funktion X : Q — R?

Definition 3.1 Erwartungswert einer Zufallsvariablen

E(X]):= ) [X()]-po<o0 =EX)=) X(w) p,'"
we weN

Man beachte: Der Erwartungswert ist damit wohldefiniert, da aus E(|X]) <
oo die absolute Konvergenz von E(]|X]|) folgt und somit auch E(X) konver-
giert.

Satz 3.2 X,Y : Q — R Zufallsvariablen mit E(|X|), E(|Y]) < o0, a € R
=

i) E(|X +aY|) <o
i) E(X+aY)=E(X)+aE(Y)

Beweis

i)

B(X +aY]) = YoeqlXw)+a¥(w)lp,
< S X @)+ [allY @) p
= E(X)) + lalB(Y))
< o0
ii)
B(X +aY) = Y,eqX(@)+a¥(w)p,

= YcaXW)po+ad cqY(w)pw
= EX)+aE(Y)

Beispiel 3.3 Bernoulli Experiment

8 das liest sich so: wenn E(|X]) < oo, dann ist E(X) ...
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Q = {a,b} (bzw. {0,1}), p = P({a}), ¢ = P({b}) =1—p
n-malige Wiederholung: Q = Qp 3 (w1,...,wy,)
ACQ, A= {wlAnz({jlw; = a}) =k}, P(A) = (})prq"*

Frage: 1) Wie oft kommen k Erfolge?
2) Wie grof} ist die Zahl der Erfolge im Mittel?

X(w) = Anz({j|lw; = a})
E(X) = > kP{wlAnz({jlw; = a}) = k})
k=0
_ N\ &k n—k
= kzok‘<k>p q

|
= Z kkaq"*k Summand fiir & = 0 weglassen
— kEl(n — k)!

F1 g (n=1)~(k=1)

n(n —1)!
,; (k—D(n—1) - (k- *P
L n—1 _1 ) '
= . pz (n . > plgn I binomischer Lehrsatz
5=0
= n-plptg
n-p

)n—l

Das heifit: Der Erwartungswert fiir die Zufallsvariable, wie oft Erfolg bei
n Wiederholungen Erfolg kommt, innerhalb der Binomialverteilung ist die
Anzahl der Wiederholungen multipliziert mit der Erfolgswahrscheinlichkeit.
Oder stark vereinfacht ausgedriickt: Bei n Wiederholungen ist es am
wahrscheinlichsten, dass n - p-mal Erfolg eintritt.
Natiirlich ist das auch die Antwort auf Frage 2): Die Zahl der Erfolge im
Mittel ist n - p.

Einschub: Erwartungswert bei LaPlace Wiirfel (X = Augenzahl): E(X) =

F19=35

Beispiel 3.4 geometrische Verteilung

1997 ist die Summe der Augenzahlen, jedes Ereignis ist mit % gleich wahrscheinlich
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QO = {a, b}

Wahrscheinlichkeit, dass bei der k-ten Wiederholung zum ersten Mal a auf-
tritt = p- ¢!

Qg > (wj);?‘;l =w, wj € Qo

Frage: Wie oft muss im Mittel das Experiment wiederholt werden da-
mit zum ersten Mal a auftritt?

X (w) = inf({k € Njw = a}) 20 !

o0 o0 d
EX) = Zk:pq Zd— siehe Fufinote 21
k=1 k=0
d =
= b - q
dq(kzzo )
= ) = o
~ g T=¢ T =g
_ !
b

Beispiel 3.5 Poisson-Verteilung

Qo ={a,b}, QY d>w
00 _ k
P(A) =332 e p

Frage und Definition von X wie bei Beispiel 3.3 (Bernoulli Experiment)
A )\ .
EX) = Z ke Summand fiir £ = 0 weglassen

= Dl Z Exponentialreihe

Definition 3.6 X : ) — Roder R4
RT>5t: Px({t})=P{w|X(w) =1})

ist die Verteilung der Zufallsvariablen X
Dabei gilt: Px({t}) = 0 fir alle t € R? bis auf Ausnahme der t € X(Q) =
{X(w)|lw € O}

Infimum, da inf(#) = co; X = die kleinste Stelle in w, an der a steht
2!da, Summe absolut konvergent, kann Ableitung aus Summe gezogen werden

18



Sei A C R¢

Pe(4) = Y Px({t))

teA
= Z P{w| X (w) =t}) disjunkt
tcA
= P(J{wlX(w) =1t}
teA

= P(X71(4) Urbildmenge

Konsequenz: ), o Px({t}) =1

Situation Q= {a,b} Qf

X(w) = Anz({jlw; = a})

Px({t})=0 t¢{0,1,...,n}

Px({k}) = b(n,k,p)** ke{0,1,...,n}

Bemerkung 3.7 Situation wie eben

i) E(1X]) = Xera [t|Px ({t})
i) Falls E(|X|) < 0o = E(X) = Yyepa t Px({t})

Beweis

) B(XD) E Coea X@)po =2 Liers Luixym X @)1 0 = Ciera 1P {t})

ii) folgt aus i) und 3.1

*2das habe ich gedichtet, p kénnte 1/2 sein, urspriinglich stand da Px ({k}) = k
Zman beachte, dass die Summanden fiir t ¢ X(Q) =0
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28.04.
4 Mafle und Wahrscheinlichkeitsmafie

Beispiel 4.1 Flichenbestimmung eines rechtwinkligen Dreiecks

Das habe ich verpasst.
Frage: Kann man dieses Verfahren auf P(R?) fortsetzen?

Antwort: Nein! Aber man kann es auf ein grofies Teilsystem in P(R?)
anwenden.

Es sei stets

Definition 4.2 o-Algebra und Maf (siehe [?] S. )
i) AC P(Q) ist eine o-Algebra <=

(1) 0,2 e A
(2) ABe A= ANB, A°, AUB, A\Bec A
(3) Ape A neN=J 2 A, €A

it) p: A —[0,00] heifst Maff <—
(A,)2, € A(A ist o-Algebra) paarweise disjunkt **
= w(Unzy An) = 32021 1(An)

Gilt zusdatzlich pu(Q) =1 = ist p ein Wahrscheinlichkeitsmafs

Beispiel Q3> w0, >0mit ) o, =1
AeP(Q*®): P(A) =3 c40. ist ein diskretes Wahrscheinlichkeitsma8

Beispiel 4.3

N, A=P(N), u(4) = Anz(A)*, 4, e PN), AxNAn=0 n#m, A=
UnZi 4n

Fall 1: Anz(4,) <oo VneN

A UAL =0 n#m
*hier ist Q = A
26 das ist kein WahrscheinlichkeitsmaB , da p(Q) # 1
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(a) Anz(A) < oo = fast alle A, =0
(b) Anz(A) = 0o = A, # 0 fiir unendlich viele n <= Anz(4,) >1
Fall 2: Anz(A,,) = oo fiir (mind.) ein n = Anz(A4) = oo
Definition 4.4
i) ACP(Q) mit (1), (2) von 4.2 heifit Algebra

ii) poist additiv <— pu: A — [0,00], A, B € A ANB =0 =
1(AUB) = pu(A) + u(B)

iii) poist o-additiv <— A/A, € A, Ay NAn =0 n#m, A=
Unz1 An = p(A) = 32071 u(An)

Beispiel R?, 79 = Intervalle des R? — achsenparallele Rechtecke
F1 = Vereinigung endlich vieler disjunkter Intervalle

a) b)

Abbildung 2: Zerlegung der Vereinigung zweier Intervalle in die Vereinigung
vieler disjunkter Intervalle

= ist das Flachenmaf3 \? additiv

Bemerkung 4.5
A CP(Q) sei eine Algebra, p: A — [0, 00] sei additiv
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i) ABe A, AC B = u(A) < u(B)
it) A,Be A= u(AUB) < u(A)+ u(B)

Beweis
i) B=AU(B\A)= AN (B\A) =10
wegen additiv: u(B) = u(AU (B\ A)) = u(A) + u(B\ A) > u(A)
—_——

>0
= groBlere Menge — groere Fliache

ii) AUB=AU(B\A) N
= u(AUB) = u(AU(B\ A)) ““E" 1(A)+ u(B\ A) < p(A)+u(B) o

Satz 4.6
A CP(Q) sei eine Algebra, p: A — [0,00] sei additiv
= sind dquivalent:

i) w ist o-additiv

i) (An)2, CA Ae Amit AcC U2, An
= p(A) < 305 w(An)

i) (An)se, CAmit A, C Ay V(neN), A=, A, € A
= w(An) — p(A) fir (n — o)

Zusatz: falls () < oo <=
w) (Bp)s2y CA, By D Bpy1 V(neN), (02, B, =10
= u(Bp) — 0 fir (n — oo)

Beispiel zu iv) (als Beispiel dafiir, dass man die zusétzliche Bedingung
benétigt, da in diesem Beispiel zwar ()7, B, = (), aber nicht p(By,) — 0):

B, = [n, 0]

Beweis

i) = ii) Bi=A1NA, Byy1 = (AﬂAn)\(BlU”-UBn)
= U By=A (weil AC ;2 Ay)

Y (A) = S52 (B) < 552, (An)
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ii) =>i) AzuzozlAkEA, AkﬂAjZQ)k%j
= 31 u(Ar) Z a(Ups, Ar) < u(A) < 30 u(Ag)

) ”

fiir (n — o0) werden dann die "<” zu "=
0) = i) Ap C Apy
Bl :Ab 32:A2\Bla Bn:An\Anfly An:Blu"'UBn
A = Ul Bn = p(A) = 200 w(Bn) = limgoe 3200, 1(Bn) =
i) = i) A=Ur An€ A, A,NAn=0n#m, B,=A4,U---UA4,
4.2
p(Bp) = p(Ar) + -+ p(An) < p(A)
da nach iii) pu(By) — p(A) fiir (n — oo), folgt: u(A) => 7o Ak
Satz 4.7
Ma, b)) = b —a = X ist auf Flo-additiv (ohne Beweis)

Bemerkung 4.8

ECP), AE) ={AlA C P(Q)isto-Algebra, £ C A}

= die von & erzeugte o-Algebra (die kleinste o-Algebra, die £ enthilt)
Dann gilt: BY := A(F9) = A(Z9) = A(O7) 7

Satz 4.9 FEindeutigkeitssatz
A ist o-Algebra, F C P() mit A= A(F), ABeF=ANBecF
Seien p,v Mafle auf A mit u(A) = v(A) < oo Y(A € F), A, € F seien
geeignet gewdhlt, sodass Q@ =J;7 | Ay
=>pu=v auf ganz A

Satz 4.10

Ag ist eine Algebra, p: Ay — [0, 00] sei o-additiv

Ap € Ay, p(Ay) < oo, Q=02 A,

= u lisst sich eindeutig zu einem Mafl auf A(Ag) fortsetzen
Auf B?+— M\ (auf B fithrt das zum Fliachenmafl A7)

05.05.
4.1 Kontinuierliche Theorie

Erwartungswerte = Integrale = Summen (bzw. Reihen) 2

2101 ist die offene Menge des R?
28im diskreten Fall
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Diskrete Theorie:
Qowrp, >0, P(A) =3 capo AEP)

Kontinuierliche Theorie:

Q#0, ACP(Q) ist eine o-Algebra (siehe 4.2)

P:A— 0,00, AyNAp=0n#m= P(U,_;An) => ooy P(Ay) (siehe
4.4)

Name: eine Borel Algebra B' (B9) ist die kleinste o-Algebra, die alle In-
tervalle (offene Mengen) C R (R?) enthélt
A(T) = sup(T) — inf (D) *

An dieser Stelle wurde der Eindeutigkeitssatz (4.9) noch einmal ins Gedécht-
nis zuriickgerufen.

Definition 4.11 Messbarkeit (siche [?] S. 1/0)
FEine Zufallsvariable f : (2, A) — (21, A1) (2, # 0, A, Ajo-Algebren)
heifst messbar <=

Are Ay = fﬁl(A1) cA

Analoge Eigenschaft: X,Y seien metrische Rdume (etwa R?), dann ist f :
X — Y stetig <= f~1(U) offen ist fiir alle offenen U C Y’

= Messbarkeit gilt fiir fast alle Funktionen (ist in Praxis kein Problem)

Bemerkung 4.12
Wenn Fi C A1, A1 = A(F1) (die kleinste o-Algebra, die F1 enthdlt) und
f:(Q,A) — (1, A1), dann sind dquivalent:

i) f ist messbar

i) f~Y(A) € AV(A; € Fi)

Beweis
9 :>57 \/ 30

"= Sei A= {A|f71 (A1) € AM(> O, 03) B
da f~! vertriglich mit N, U, ()¢ = f~1(A;) ist o-Algebra A D F; [

292! ist ein FlichenmaB
30da laut Messbarkeit ii) auf ganz A; gilt muss es auch auf 71 C A; gelten

3'das Urbild der leeren Menge ist die leere Menge
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Definition 4.13 Indikatorfunktion (charakteristische Funktion)

1 wed

Ach 1A(w) - XA(w) - { 0 sonst

In der Wahrscheinlichkeitstheorie schreibt man eher 14 (Indikatorfunktion)
in der Analysis eher x4 (charakteristische Funktion)

Im diskreten Fall ergibt sich:
Q) =A{as,...,a,}

Ay =1f = o

f=aila +- +ala,

E(f) = alp(Al) et a?“P(A’I‘)

Aiq,..., A, € A paarweise disjunkt, p(A4;) < oo
f=2"_1axa; = > 5  ajla; ist eine einfache Treppenfunktion 7o(A, R)
(oder alternativ z.B.: 7p(A,C)4)

damit ist der Erwartungswert:
E(f) =2 aiu(Ay) = [ fdp

Satz 4.14
fr9 € To(A,R) (€ To(A,C))
=

EBf +g) =BE(f) + E(g)
f<g=E(f) < E(9)
|E(f)] < E(f])

Dazu Zerlegungsprinzip (Abb. 3)

Zusammenhang mit messbaren Funktionen:
f: (A — R = (R,B) ist messhar <= f~1(] —o00,a]) = [f < a] €

AVa e R
[f<a]l = [f>aff
[f <oo] = Uplilf <a—3]

fn + 2 — R messbar = liminf, .o fn, limsup,_,. fn, sup, fn, inf, f, ist
messbar

32= A; ist die Menge, die alle w enthilt, fir die gilt f(w) = a;
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Abbildung 3: Zerlegungsprinzip

Beweis:

o0
[sup f, > a] U f > a] = [sup fn > a] messbar
n:l

cA
N—_———
eA

limsup,, ., fn = 1nf (sup fm) = limsup,,_,., fn messbar
m<n
—_——

messbar

messbar

f:Q — R messbar <= 3 Treppenfunktion f, mit f, — f (n — o0)
Beweis (Abb. 4):

"""""""""""""""""""""""""""""""""""""""" oF —
= {"{1 ].J,_11+ {Yz ]'Ag
d,... togl, oyl
-
o
'UJE""
T

depui distatite
Zetlegung

Abbildung 4: Beweis

Tja, was hat das nun damit zu tun, dass f genau dann messbar ist, wenn
fo— f(n— 00)?
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Sei f(£2,A) — [0, 00] messbar und f,, Treppenfunktion mit f, < f,+1 und

fn T f, dann gilt

E(f) = im E(f,) = | fdu

Situation:
f:a,b] — R stetig, t € [a,b] : f(t) =0
JPfydt = [ fdx = E(f)V (ganz, ganzbillig)

Q diskret: P(A) = capw = E(f) =3 scq f(w)po

Auf R sind Mafle oft von der Art: A — [, h(t)dt
Beispiel: A = [, ]
P(A) = [7h(t)dt

2

h(t) = ée_t? (Standardnormalverteilung 3%)

Beispiel: R? A(Z9) = Be 34
dann ist: X(I) = (b1 —a1)...(bg —aq) I =la1,b1] X --- X [ag, by]

ein einfaches Mafl: N, P(N), u Zahlenmaf: u(A) = Anz(A)

Beispiel 4.15

f:a,b] — R stetig
siche Abb. 5
E(g) = [gd\ = oaql(A1) + -+ ol(Ar) < [ f(t)dt

Kopie dieser konkreten Situation auf abstrakte Situation:

f:Q — Rymessbar (dh. [f <ale AVa eR) fr,=>"1_ala, Ai,...

disjunkt € A, «; <0
fad £

E(fn) = Zle aip(A;) = ffnd,u
E(f) = limy, o0 E(fn)

33fiir die Standardnormalverteilung kann man keine Stammfunktion finden
34749 ist eine Familie von Intervallen, BY ist die borelsche o-Algebra
35 £, geht monoton von unten gegen f
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g ist Unterfunktion von f

g=oql ol

—I—{\'31A3+{‘<41A4—|—{‘d51ﬂ5

Abbildung 5: Beispiel einer Treppenfunktion

Satz 4.16
E(f) ist unabhingig von der approzimierenden Folge (f,) von Treppenfunk-
tionen

Beweisidee 0<f,Tf, fo=>j_;a;la; Ai,..., A, disjunkt € A, 0<

/87 1p < f7 e>0

zu zeigen: 1 - fr =37 ajla; - 1p — (B —e)u(B) <lim E(f, - 15)
——

la;nB
Co=[fn>B—-elNB=C,CCp1, S, Cr=B
= pu(Cn) — u(B)

Satz 4.17 36
g, f:Q — [0, 00[ messbar, a > 0

i) E(f +ag) = E(f) + aE(g)
i) E(f) < E(g) falls f <g

36wer den Unterschied zu Satz 4.14 erklirt, bekommt ein Bonbon
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Erwartungswert von f : 0 — C (R) existiert, wenn E(|f|) < oo; dann (E(f)
existiert):

E(f)=E((Re f)*) = E((Re f)7) +iE((Im f)*) —iE((Im f)~)
f = u—v u,v>0

— g—h gh>0 }u+h:g+v
E(u) + E(h) = E(g9) + E(v) = E(u) — E(v) = E(g9) — E(h)
filab) =R, [Pf@)ydt = [ fdr=t¢[a,b]: f(t) =0

Satz 4.18
N, P(N), 4 (Zahlmaf),
X :N— C(R) Zufallsvariable, X (n) = ap

(B(IX|) <00 <= ) lan| <o0) = E(X) =) an
n=1 n=1

Beweis X, =) " anlyy TX
an > 0 37

= B(Xm) =25y an - p({n}) =300 an - 1
(m—o00)=E(X)=> 1" a,

4.2 Unabhingigkeit von Ereignissen und Zufallsvariablen

Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum 37
J # 0 endliche Indexmenge
jEJHGj C.A, Ai1 GGil,...,AiT EG@'T

P(A;, N---NA;) = P(A;) ... P(A;,) = Gj|j € J unabhiingig

fiir endliches J folgende Situation: G; > A; = Q x --- x Qx 1]4 xQ ...

3Tan dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass der Bequemlichkeit halber der Beweis
innerhalb der reellen Zahlen gefiihrt wird anstatt innerhalb der komplexen, dies ist leicht
an der Forderung a, > 0 zu erkennen, da ja bekanntlich auf C keine verniinftige Ordnung
definiert ist; der Beweis funktioniert auch in C, ist dann aber komplizierter

38 u({n}) = 1, da einelementige Menge

¥d.h. Q#0, AC P(Q)o-Algebra, P: A — [0,1] MaB, P(Q) =1
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Satz 4.19

jeJ, DjC.A, Al,AQEDjiAlﬂAQGDj
(Q, A, P) Wahrscheinlichkeitsraum

{Djlj € J} unabhingig, A; = A(D;)

= {A;|j € J} unabhingig
Wie erhélt man so eine o-Algebra?:

(1) D; wie oben, Ay € Dy,..., A, € D, seien fixiert
u(A)=P(ANAiN---NA,)
v(A) = P(A)-P(A1)...P(Ay)
A u(A), v(A) MaBle auf A
v(A) = u(A) VA € Dy
also folgt aus dem Eindeutigkeitssatz (4.9):

v(A) = u(A) VA € A(Dy) = Ao

(2) Ao, D1, ..., Dy,
Schritt (1) wird mit dem néchsten Element wiederholt bis alle D; mit
der entsprechenden A; ersetzt wurden

Man kann also bei Unabhéngigkeit (und vollsténdiger Durchschnittsstabi-
litdt) davon ausgehen, dass o-Algebren vorliegen.

Definition 4.20
(Q, A, P) Wahrscheinlichkeitsraum
X; : Q — R Zufallsvariable (j € J) heiffen unabhingig <=

Gj = {[X; < aj]la; € R} unabhingig
a; < B = [X; <oyl N[X; < Bi] = [X; < oy
Bemerkung 4.21

A; = A(Gj) unabhingig = X;(Q, A;) — R, B messbar

Xr(Lj) gegsn Xj X;lj) = 22":1 aklAk,j Ajw' S .Aj
Anz(J) = 2: Xo, X1 > 0 messbar, unabhéingig
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Xt(O) = 22:1 aklAk,O’ Xz(l) = Z%:l ﬁm]'Am,l 10
T n
1
E(Xt(O)Xl( )) = Zak Z ﬂmE(lAk,o ’ 1Am,1)
k=1 m=1

= Z o Z B P (Ak0) - P(Am,1)

O On )
= EX;7)- E(Xl )
Daraus ergibt sich folgender Satz:

Satz 4.22
X, Y integrierbare Zufallsvariable, unabhdingig

= BE(X-Y)=E(X)-E(Y)

Vv
unkorreliert

Unabhingige Zufallsvariable sind unkorreliert.

40dje beiden Reihen approximieren Xo und X; und konvergieren gegen sie
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5 Grenzwertsiatze und Produktriume

in der Analysis: Integrale durch gleichméfiige Konvergenz iiber [a, b]
Nachteile:

e beschréinkt auf (kompakte) Intervalle

e GleichmiBigkeit oft verletzt oder nicht nachpriifbar (siche Abb. 6)

St

.[fn{”fh—% —0 (n—m)

g 1
H
Abbildung 6: Beispiel fiir Probleme mit Gleichméfigkeit?

12.05.

(Q, A, ) sei irgendein Mafiraum (p ist ein Maf)
Fall: 11(©2) = 1, dann handelt es sich um einen Wahrscheinlichkeitsraum

Bezeichnung
A € Q heifit p-Nullmenge <= IB € Amit A C B, u(B) =0

Beispiel: Q C (R, B, ) ist eine Nullmenge
Warum?: Q = {a,|n € N}*, a € R = A({a}) =0
= AMQ) =221 A({an}) =0

“weil Q abzihlbar, kann man es hier mit Hilfe der natiirlichen Zahlen schreiben
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Bezeichnung

Eigenschaft (*) gilt u-fast dberall auf Q <= JA € A, u(A) =0, sodass (*)
auf A¢ gilt

Beispiel: f(t) =t%(t —1)? >0 \-fast iiberall 42

Bemerkung 5.1
f:Q—=R(C), f>0 messbar

i) f integrierbar = f(t) < oo fir fast alle t € Q
i) [fdp=0 < f=0 ist p-fast iberall
i) [ =0 p-fast iberall <= [, fdu= [1afdp=0VAec A

Beweis
i) A=[f =]
n-1a(t) < f(t) Vt€Q
n-p(A) = [nladp|< [ fdp<ooVneN™B
n-pu(Ad) <ocoVneN= pu(A)=0

ii)7<” f =0 fast iiberall = u([f #0]) =0=0< f <oco-1y
~——

Osffdusw-u(A)ZOA

"= sei A, = [f > 1] dannist 114, < f
:%M(An)gffdluzo
00 AnCAn
[f#0=Urli 4 "= u([f#£0) =0 o
iii) dhnlich ;)
Satz 5.2 monotone Konvergenz - Beppo Levi

fn >0 messbar ([f <a] € AVa €R)
fn < fag1 gelte fast dberall auf Q fir allen € N

£=Jim 5,4 = [ fudn— [ fdue 0,00 (n - o0

= man kann Grenzvorgang gegen Integral austauschen

“2es gibt zwei Punkte {0,1}, fiir die f(¢) > 0 nicht gilt, A({0,1}) = 0, fiir {0, 1}¢ gilt die
Eigenschaft

43weil das Integral mononton ist

“4eine monotone Folge konvergiert eigentlich oder uneigentlich
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Beweis Wird vielleicht, wohl aber eher unwahrscheinlich, nachgereicht

Satz 5.3 (majorisierte Konvergenz - Lebesgue)
fn, [ : Q — C messbar

fn(t) = f(t) (n — o0) p-fast alle t € Q

h:Q — Ry integrierbar

|fn(t)] < h(t) fast allet € Qn e N

= fn, f integrierbar und

|ffndﬂ_ffd,u|§f|f_fn‘dﬂ —>0(n—>oo)

Beweis
oBdA sei f, fr,: Q2 — R

i) gn: Q — [0,00] messbar = [(liminf g,)dy < liminf, . [ gndp

N———
=g
Beweis:

hy = inf{gn|n >m} <®h, Tg

nach Beppo Levi:

= [ hpmdp — [gdu

und aus [ gndp > [ hpydp folgt die Aussage

ii) f, ist integrierbar, da [ |f,|du < [hdu < oo, fiir f gilt das gleiche
gn = 2h — | f — fn] > 0 und messbar
gn(t) — 2h(t) (n — oc0) Vt € Q2
aus 1):
J2hdp = [(liminf, o0 gn)dp < lminf, oo( [ gndp) = [2hdp —
hmsupn~>oo(f|f_fn|du)

Anwendung
g(t) =07y ant™ mit Konvergenzradius R > 0
=

g'(t) =3 0°  nant™ ! bei gleichem Konvergenzradius R, da nw — 1 (n —
00)
Beweis: Ny, p ZéhlmaB, to, [to £ 0| <r < R

tn)g(to) 46 th—tk k_1
g(tn)jlt(oo)zlb =2, akt(nfto())éw S X karth ! = ¢/(to)

% da g der liminf,_, . g, ist und fiir eine nach unten beschriankte Folge a, gilt:
liminf, 0o @n = sup,, cy{infr>m an}, folgt die ” <”-Beziehung

g(tn) — g(to) (n — o0)

TS < oo, da || < Jaxlnr !
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Satz 5.4

f:IxQ—R ICR Intervall

Di®f: 1 xQ — R existiere und

K C I kompakt

= Jh: Q — [0, 00] integrierbar mit | Dy f(t,w)] < h(w) Vt € K, w €

/ftwdu w) =g'(t /letwdu()

Beispiel 5.5

f(t) _ fooo sm(s t) _5 ds — Imfoo e—S 2(1-it) ds

M(_’_S Z) f— 256 (1 Zt)

F't) = Im _"‘/ —25(1 — it)e~ ¥ (1=t g

2—2Zt 0
—i < rd 21
- T o —s*(1—it) d
m2—2it/0 [ds(e )| ds
—1
= I
M i
B i
o 242¢2

= f(t) = & arctan(t)
wird noch vervollstindigt

15.05.

wird nachgereicht

19.05.

ein paar Zeilen fehlen noch

48 Ableitung nach der ersten Variablen
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6 Erwartungswert, Varianz und Verteilungen
(siehe [?] S. 140)

(Q, A, P) W-Raum

(1, Ay) oft R, B!

X : Q — R Zufallsvariable (also vertrdglich mit oberen Strukturen —
messbar)

Bezeichnung

E(|X|)= [|X]|dP <00 =X € L'(P) (Schreibweise)
E(|X]?) < 00 =X e L*(P)
usw.

Bemerkung 6.1
X:Q—=R, X eL3P)
= LY(P)

Beweis
X] < 14X
E(X) <E1+[X]?) =1+ E(X]’) <co O

Bemerkung 6.2 (Verteilung)

¢ (A — (N,A1) messbar (d.h. Zufallsvariable) ( <= ¢~ 1(Ay) €
AVA; € .Al)

./41 > A1 — ¢71(A1) cA

= P(¢ (A1) = Py(A1) ist ein Maf auf A"
= Verteilung (oder Bildmaf3)
Satz 6.3 (Integration beziiglich Verteilung)
¢: (A P)— (N, A1) messbar

V(A1) = Py(A1) = P(¢™" (A1)
f:9Q1 — R (C) messbar f € LY (v) < fo¢p € LI(P)

:>/fdu:/fo¢dP

“9ist leicht nachzupriifen, aber viel Schreibarbeit, weswegen der Beweis weggelassen
wurde
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Beweis Maftheoretische Induktion

Bemerkung 6.4 (Verteilungsfunktion)
X : (Q,A, P) — R Zufallsvariable (also messbar)
Fx(t) = P(X <1) (= Pl X(w) < 1}))

0 beit — —0

1 beit — oo monoton wachsend und rechtsseitig stetig

Fx(t) — {

Beweis rechtsseitige Stetigkeit:
tlT=A4=[X<t]| A = P(A) — P(A;)

Diskrete Situation

Ay (2) =m < o0

X : Q — R Zufallsvariable mit Werten 21 < --- < 2, € R
vi:P(X:mi), wi:vl+--~—|—vi:P(X§xi)
BILD

Fx ist Verteilungsfunktion und sei differenzierbar, dann
0<(Fx) =g = Dichte (siehe [?] S. 129)
a<f
Fx(B) = Fx(a) = [ g(t)dt
B

= Fx(0) = [ g

also gilt fiir die Verteilung (A € By, 41 =]a, 5]):
Py (i) = Fx(0) - Fxla) = [ gyt = | oft)at

e, 8] JA ]

Px :Bi € Ay — [, g(t)dt ist MaB auf B, (= v?)
f irgendeine (messbare) Funktion (7)

[rar=[ " swatwie= [ reoar

0die o-Additivitit kann man mit Hilfe des Satzes von Beppo Levi beweisen
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Folgerung 6.5

X : (2, A, P) — R besitze eine differenzierbare Verteilungsfunktion Fx mit
Ableitung = g

f R — C messbar

f-gelLrP0N) = foX eGP

= [ g =G ox) (= [ 1x0ar)

Speziell:

/OO tg(t)dt = B(X) /Oo t2g(t)dt = E(X?)

—00 —0o0

Beispiel 6.6 Normalverteilung (siehe [?] S. 133)

W, o >0
1 (t—p)?
t = e_ 202 51
g(t) T

Es folgt:

o0

i) / g(t)dt =1
—00

n)/mtawﬁzu,l/m@—uﬁmwﬁ=02

— 00 —0o0

wortlich: u ist der Erwartungswert und o2 die Varianz der Normalverteilung

Beweis zu i)

22.05.

Wiederholung / Zusammenfassung

(Q, A, P) ist Wahrscheinlichkeitsraum

X :(Q,A) — (20, Ap) ist Zufallsvariable (wenn messbar)

P(X~1(Ap)) ist ein MaB auf Ag = Px(Ap) und heifit Verteilung von X
(B erzeugt | — oo, t])(?)

fir X : Q — R gilt des weiteren:

5list die Dichte der Normalverteilung
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Fx(t) = P(X < t)ist die Verteilungsfunktion von X und ist monoton wach-
send, rechtsseitig stetig und Fx (t) = 1 (t — o0), Fx(t) = 0 (t — o0)
Fy=g=9>0= ['_g(s)ds = Fx(t)

E(f(X)) = [7 f(t)g(t)dt, wenn eine der Seiten existiert

= unabhéngig von der speziellen Struktur des Wahrscheinlichkeitsraumes
(Q, A, P) kénnen Erwartungswert und hohere Momente ausgerechnet wer-
den

Aber was ist, wenn F'x nicht differenzierbar ist? Dann kann man nur noch
auf den diskreten Fall ausweichen:
Anz(§2) < oo

X ~ Fx®? ist stiickweise konstant
o) < -+ < ay Sprungstellen
d1,...,0n > 0 Sprunghshen > d; =1
BILD

X =7 aila, A= (X =
E(X) =3 aiP(Ai) = 300 aid;
P(XSOQ):P(AlLJUA,L)
E(f(X)) = > flai)ds

Beispiel 6.7 Binomialverteilung

b(n,k,p) = (Q)pF¢" ™" q=1-p
aq=0<a=1<---<a,=n
E(X) =Y 3ok (M)ptq"*

Situation

Xi,..., X, (A P)—R X=(X1,....Xy) : Q> R?
t=(t1,...,t;) € RY

FX(t) = (FX1(t1)7‘ . '7FXq(tQ)) o3

falls differenzierbar:

F)/((t) = g(t) = (gl(tl)a te 79q(tq))

Definition 6.8 gemeinsame Verteilung
wenn X1, ..., X, unabhingig

P([Xy <ti]n---N[Xg <tg]) := Fx, (1) ... Fx, (tq)

52X «~ Y soll so etwas heifien wie: Y wird von X gebildet
3jedes Element ist nur von einer Variable (¢;) abhiingig
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Zufallsvariable X ~~ E(X) ~ Mittelwert

Beispiel 6.9 verschiedene Abweichungen von E(X)

Definition 6.10 (Varianz)
zur Messung der Giite des Erwartungswertes E(X):
X € L*(P)
V(X):=E(X - E(X))? = Varianz

Folgerung 6.11 V(X) =0 <— X =E(X) vV

Bemerkung 6.12 (Rechenregeln fiir Varianz)
X1,..., X, € L2(P)

i) a € R=V(aX;) =a?V(X1)

i) X1,..., X, unkorreliert >*

V(X +-+ X)) =V(X1) +-- +V(X,)
i) V(X) = B(X?) - B(X)?

Beweis

Beispiel 6.13 Binomialverteilung

VX)=V(Xi+--+X,)=n-p-q

E(X?) = V(X) - E(X)* = npq — (np)*

Beispiel 6.14 Normalverteilung

Definition 6.15 (Median)

(Q, A, P) Wahrscheinlichkeitsraum
X : Q — R Zufallsvariable

Fx Verteilungsfunktion

m € R heifit Median (Zentralwert) von X <= P(X <m)A P(X >m)

d.h. E(X:X;) = E(X:) - E(X;), z.B. wenn unabhiingig
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Der Median ist nicht eindeutig
siehe BILD

Beispiel 6.16 Fxponentialverteilung

Dichte:
9(t) = { ie*)‘t 11: § 8
/OO g(t)dt = /oog(t)dt—/oo/\e_)‘tdt— 1
= - ' '

Fx(z)=P(X <zx)= / e Mdt = —e A 40 =1— e_f v
0

Erwartungswert:

E(X) = /Ooot-g(t)dt

oo o0 1 (0.)
= t-(—e ) +/ e Mdt =0+ (—e_’\t >
. o Jo A 0
DY
Varianz:
_ 9 9 2 1 - 1
V(X)=E(X*) - E(X) Bt viRSY

E(X?) = / 2 he Mdt = 12 (—e M)
0

e} o0
+/ 2t - e Mdt
0 0

1 o o0 1 2 &
= 0+2-(—=)e ™ +/ 2. e Mt =040+ ——e M
A 0 0 A 22 0
2
Median: . .
Fx(m) = 5= / g(t)dt =1 — e A = =AM
0
=

Definition 6.17 (Kovarianz)
XY € L2(P)

Cov(X,Y) := E((X — E(X))(Y — BE(Y))) = E(XY) — BE(X)E(Y)

= ist 0, wenn X, Y unkorreliert
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26.05.
7 Grenzwertaussagen

(siehe [?] S. )

unendliches Produkt
PONN

Folge von Zufallsvariablen Wabhrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) P°

Satz 7.1 (Lemma von Borel-Cantelli)

(Q, A, P) Wahrscheinlichkeitsraum

(An)pz; C A

A =limsup,_,o An = (o1 (Ure,, Ak) = {w € Q|w ist in oo vielen A, enthalten}

i) >0 P(An) <oco=P(A) =0
i) {Ag|k € N} unabhingig, > pe P(Ax) = 00 = P(A) =1

Beweis

Satz 7.2 (Tschebyschew®® Ungleichung)
(Q, A, P) Wahrscheinlichkeitsraum

X e LP)+— E(X? < x)

e>0

Lv(x)

P(X - B(X)| 2 2) < -

Beweis

=[[X-EX)|zeleA Vv
0<1A e <|X — E(X)], also auch: 0 < 14-€2 < |X — B(X)[?
e2P(4) = E(la- %) < E(IX - EX)P) =V(X) 0o

Lemma 7.3 (Schwaches Gesetz der grofien Zahlen) ®7
(X,)3° C L2(P) unkorreliert (z.B. unabhdngig)

55oft wird der resultierende Wahrscheinlichketisraum durch eine Folge von unabhéngigen
zufalligen Experimenten gebildet

0weitere mogliche Schreibweisen: Tschebeyscheff, Tchebychev, Tchebykhev, Tche-
bykhov

57die hier vorliegende ist nicht die Originalformulierung
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M :=sup,en V(Xy) < 0o (Varianzen sollen beschrinkt sein)
e>0,neN

n

= P15 S (X - B(X)| 2 ) <
k=1

M

ne2

Beweis

Satz 7.4 (Starkes Gesetz der grofien Zahlen)
(Q, A, P) Wahrscheinlichkeitsraum

(X,)$° C L2(P) unkorreliert

M :=sup,eny V(Xp) < 00

= ! E (Xx —E(Xg)) =0 (n—o0) fast sicher (P-fast-iberall)
n
k=1

Beweis

Unterschied starkes und schwaches Gesetz der grofien Zahlen:

e im schwachen haben wir stochastische Konvergenz:

Zyn — 0 stochastisch <= Ve >0: P(|Z,] >¢) =0 (n— o0)

e im starken fast-sichere Konvergenz:
Zyn — 0 fast sicher <= 3B € A mit P(B) = 1 sodass

%Z(Xk(‘*’) ~E(Xx)) =0 (n— o0)Vwe B
k=1

Bemerkung 7.5
Folge Z,, von Zufallsvariablen
Zy konvergiert fast sicher gegen 0

= Z, konvergiert stochastisch gegen 0

Beispiel 7.6 fairer Wiirfel
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Man will herausbekommen, ob ein Wiirfel fair ist.

Dazu wiirfelt man n-mal (n gro) und zdhlt die gewurfenen Sechsen:
T = % (X% =1 falls 6 gewurfen, 0 sonst)

Aus dem Gesetz der grofien Zahlen folgt dann:

Zp — & (n— o0) fastsicher

D.h. sollte der tatséchliche Wert von % abweichen, dann ist der Wiirfel nicht
fair.

Das ist allerdings nur eine qualitative Aussage (quantitativ wére zu wissen,
wie oft man wiirfeln muss um entscheiden zu kénnen, ob der Wiirfel fair ist)

02.06.
7.1 Zentraler Grenzwertsatz und Normalverteilung

Normalverteilung
Standardnormalverteilung (sieche Abb. 7):

I L
N071(t)—\/%/ 900,1(8)618_\/%/ e 2ds=®(t)

allgemein:

1 t _(s=w?
NM,UQ (t) = / Pu,o? (S)dsv Pu,o? (S) =e 27

270 J_oo

Dichtefunktion Verteilungsfunktion
<
L]
o F o3
=] 2 °
= S
—_= =
2 S T -
5 Lo
S -
[=]
L= r
2 -1 0 1 2 2 1 0 1 2
X x

Abbildung 7: Standardnormalverteilung
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Bemerkung 7.7

(Q, A, P) Wahrscheinlichkeitsraum

X1,..., X, : Q — R unabhingige Zufallsvariable

F; = Fx, Verteilungsfunktion mit Dichte f;: F;(t) = fioo fi(s)ds

X = (X1,...,Xp) : Q@ — R™ mit Dichte f(X1, ..., Xn) = f1(X1) . fu(X)
= Px=P(X 1(A), ACR"? AcB"

Beweis

Beispiel 7.8

X1, Xs : 2 — R unabhingige Zufallsvariable
Verteilungen mit Dichten fi, fo (d.h. P(X; <) f fi(s
Y = X1 + X5 setze B = {(Xl,XQ) S R2|X1 + Xo < t}

= P(Y<t) = 7}(1,)(2)(3)

f1(z1) fa(z2)dz1dzo |21 +22=15,20=1u
B

= [ [T nts - st as

fixf2(s)=f2xf1(s) = Faltung

2/ f1x fa(s)ds
Satz 7.9

X1, Xo unabhingige Zufallsvariable mit Dichten der Verteilungsfunktionen

f1, f2

=

i) X1+ Xy besitzt Dichte fi  fo

i) fi = o2 = [ = puo2 Dichte von X1 + Xo mit p = p1 + po,

2 _ 2 2
0° =07+ 05

Beweis

i) siehe 7.8
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i) ...

Satz 7.10 (Zentraler Grenzwertsatz)
(Q, A, P) Wahrscheinlichkeitsraum
X, : Q — R Zufallsvariable, identisch verteilt 58, unabhingig, X, € L*(P)
p=FE(X,), 0> =V(X,)
Sp=X1+--+X,)
1

S = (X 4+ X, —
n \/EO'( 1+ + n:u)

=d(S;,®) -0 (n— )
(S5, ®) = [|[Fy; — ®lloo = sup{|F;(t) — ®(¢)[ |t € R}
wober E Verteilungsfunktion von S} und ® Verteilungsfunktion der Stan-
dardnormalverteilung

Beweis
Es wird der elementare Beweis vorgefiihrt, der auf zwei zusétzlichen Lem-
mata basiert.

Lemma 7.11
X, Y : Q — R Zufallsvariablen
E(Y?) <w
= d(X +Y,®) < d(X, D) + 203
Beweis
Lemma 7.12

X, 1 Q — R Zufallsvariable mit endlichem Wertebereich
E(X,) =0, V(X,) =1, | X,| <M firenM >0
Sp= X1+t Xp)

= d(S}, ®) — 0(n — o)

8d.h. alle X,, haben die gleiche Verteilungsfunktion
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Beweis

Somit kann man den allgemeinen Fall (fiir den zentralen Grenzwertsatz)
durch Abschneiden und Stiickeln auf den Fall in Lemma 7.12 zuriickfiihren.

Als direkte Konsequenz aus dem zentralen Grenzwertsatz folgt:

Satz 7.13 (Satz von de Moivre-Laplace)
Approximation der Binomialverteilung durch (Standard-)Normalverteilung

Bernoulli- Experiment:

Qo ={a,b}, Xp(a) =1, Xp(b) =0, P({a}) =p €]0,1]
P(S,=k)= ()pF¢"*  (0<k<n)

Fu(t) = Yy ()0 g™ "

51— b X ) = (S, )

d(Sk,®) -0 (n— o0)

kp
= Plha < X1+ +Xn<h)= > (Z)p’“q""‘“ ~ ®(b) — ®(a)
k=kq
L (kg —np) b= ——(ky — np)
a=——(ky,—np = —np
v pq Vv pq b

Konvergenzverbesserung

Problem: P(Xi+---+ X, >k)fireinke{l...n—1}
Komplementérereignis: P(X; +---+ X,, <k —1)
siehe Abb. 8

Losung:  berechne P(X1 + -+ + X, >k — 1)

Abbildung 8: Veranschaulichung zu Konvergenzverbesserung
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Beispiel

p=q=3%n=20,k =7, k=11

P(kq < Sp < k) = 0,69062 (exakt)

ohne Korrektur: a = —1,3416, b = 0,4472
= ®(b) — P(a) = 0,5828

mit Korrektur:  P(k, — % < S, <kp+ %)
a=—1,5652, b =0,6708
= ®(b) — ®(a) = 0,6901

Andere Approximation der Binomialverteilung: Poisson-Verteilung

ok

e_aﬁ a=n-p (siehe 1.18)

Erwartungswert und Varianz der Poisson-Verteilung:
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16.06.

8 Parameterschitzungen und grundlegende Fra-

gestellungen der Statistik

Beispiel 8.1 Kontrolle der Produktqualitdt

N = 100000 Schrauben

Stichprobe: n = 100 Stiick werden gezogen, davon sind x (zufillige Zahl)
defekt

Frage: Welche Riickschliisse auf die wahre Zahl defekter Schrauben (1) sind
moglich?

1. Ansatz:

2. Ansatz:

3. Ansatz:

W(z)==x- % als Schdtzung — zufallige Grofle

Angabe eines Konfidenzintervalls

d.h. Angabe C(z) C R, in dem der Wert mit grofier Sicherheit liegt
x zufillig = C(z) zufillig

P,({z|W eC(x)}) >1 -« a: Irrtumsniveau

d.h. im Beispiel:

W\ (N-W
Z le—a VW e{0,...,N}
z|WeC(x) n

Zusatzvoraussetzung

der vereinbarte Preis wird nur bezahlt im Fall W < 5000 (nicht mehr
als 5% defekt)

Hypothese Hy: W € {0,...,5000}

Alternative Hy: W ¢ {0, ...,5000}

Entscheidungsverfahren: ¢ € R so zu bestimmen, dass im Fall

x < ¢ = Entscheidung fiir Hy
x > ¢ = Entscheidung fiir H;

= Test

Formalisierung der Situation
X Stichprobenraum, d.h. die Gesamtheit aller méglichen Beobachtungen

Anmerkung:
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Ausgangspunkt ist ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P) mit einer Zufalls-
variable X : Q — X, wobei X die real beobachtbaren Ereignisse enthélt. €2
und X spielen dann keine weitere Rolle mehr, nur noch die Verteilung Fy.

Gesucht ist: Das zugeordnete Wahrscheinlichkeitsmafl auf X' (bzw. die zu-
gehorige Verteilung)

Definition 8.2 Statistisches Modell

(X, F, PylY € ©)
X Stichprobenraum
F o-Algebra C P(X)
Py Wahrscheinlichkeitsmafy auf F V9 € ©5° Anz(©) > 2

Ey Erwartungsert beztiglich Py
Ve Varianz beziiglich Py

ein statistisches Modell heifit parametrisch <— © C R? (ist ¢ = 1, dann
nennt man es einparametrisch)

Statistische Standardmodelle:
i) X diskret, F = P(X), Py Zihldichte (py9) = diskretes Modell

i) X € B, F = B, jedes Py hat Dichtefunktion oy : Py(A) = [, o9(w)dw =
stetiges Modell

Definition 8.3 Produktmodell
(E,G,Qy|Y € O©) statistisches Modell, n € N, n > 2
Setze
(Xaj:.a P19|19 € 6) = (En7G®n>Q§n|19 € 6)

ist das n-fache Produktmodell

die oben fiir stastische Modelle angegebenen Figenschaften tibertragen sich
sinngemdfs (parametrisch, diskret, stetig)

9@ kann eine beliecbige Menge sein, mit deren Elementen die fiir méglich gehaltenen
Verteilungen parametrisiert sind; meist Intervall in R, R?, N
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8.1 Parameterschitzungen

(siehe [?] S. 60 und S. 1641)

Definition 8.4 Statistik, Schdtzer
(X, F, Py|9 € ©) statistisches Modell, (£,S) %

i) S:(X,F)— (£,S) messbar = S heifit Statistik

i) T:0 =& undT : (X, F) — (£,S) ist Statistik = T heif§t Schitzer
fur T

Einschub: Gleichverteilung in einem Intervall [a,b] C R

(siehe [?] S. 132)

Die Gleichverteilung in I = [a,b] hat die Dichte, die innerhalb von I den
Wert ﬁ annimmt und auflerhalb 0:

AL g<z<b

g(w; a,b) = { S_a sonst

= Die Wahrscheinlichkeit eines Teilintervalls J C I steigt also proportional
mit der Liange von J.

siehe Abb. 9
Erwartungswert und Varianz der Gleichverteilung:
1 1 9

Wenn man sagt, dass zufillig ein Punkt in I gew&hlt wird, dann meint man
als Wahrscheinlichkeitsmafl dafiir die Gleichverteilung.

Beispiel 8.5

¥ €]0, co[ unbekannt
n €N, Xq,...,X, € [0,9] unabhéngig ausgewiihlt
Frage: Wie grof} ist 97

Statistisches Modell: ([0, co[™, B oo QY"Y > 0)
Qy ist Gleichverteilung auf [0, V]
E(Qy) = fot- hdt=}%

5%st oft (No, P(N)) oder R, B
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h—a : :

a b

Abbildung 9: Dichte der Gleichverteilung

1. Fall: T,, =2M = 2377 | X} (doppelter Mittelwert)
laut dem (schwachen) Gesetz der grofien Zahlen gilt:
Py(|T, — V| >€) -0 (n—o00) Ye>0
= T, ist Schitzer

2. Fall: T, = maz{X1,...,X,}

Py(T, <V —¢) = Py([X1<9—¢elN---N[X, <V —¢])
= Py(Xi<v—¢)-...-P(X,, <V —¢)
= (%" =0 (n— o)

61 — Tn ist ebenfalls Schétzer

Welches ist der bessere Schitzer?

Vergleich der Schétzer:
I beide sind konsistent, d.h. T, — 9, T, — ¢ bei (n — o) stochastisch

IT Der Schitzer T,, ist erwartungstreu, d.h. Ey(T,) =9
Beweis:
Ey(T,) =237 | Ey(Xp)=2-n-2 =9

III Der Schitzer T, n ist nicht erwartungstreu, aber asymptotisch erwar-

tungstreu, d.h. Ey(T,,) =9 (n — o0)
Beweis:

51501l das Maximum aller Durchgéinge < ©—e sein, dann muss < 9¥—e fiir alle Durchginge
gelten; Py(X1 <9 —¢) = 19;6 folgt aus der Gleichverteilung, denn es gilt hier Py(X1 <
Y—c)=+(0—¢)
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v € [0,9), Po(T, < @) = (5)" ~ Dichte (25:-)

= By(T) = J) 1t =

neuer Schétzer T, = ”THTH ist erwartungstreu

IV Betrachtung der Varianz = Ma$ fiir die Giite des Schitzers 2

unabh.
Vo) = (2Vo(Xa+ -+ X)) vy (X2)
= n% fo (t— g)th
193
= 3. = starke Streuung
~ ~ ~ n n—1 n
Vﬂ(Tn) = Eﬂ(Tﬁ) - E%(Tn)Q = fo t2 tﬂ" dt — (TJ?I)Z
= Wﬁ’
Vﬂ(T;) = n(n+2)

= T} ist bester Schétzer fiir dieses Problem

19.06.
8.2 Maximum-Likelihood-Schitzer

Grundlage ist ein statistisches (Standard®3-)Modell (X, F, Py|d € ©)

Nun werde ein € X beobachtet.

Die Aufgabe ist dann mit Hilfe von x einen Parameter ¥ € © zu bestimmen
(zu schétzen).

Dabei ist

Py({z}) = ov(x)

die Wahrscheinlichkeit mit der = eintritt, wenn 9 der richtige Parameter ist.

Beobachtet man ein zufilliges Ereignis, dann ist das bestimmt keines, dass
nur mit einer geringen Wahrscheinlichkeit eintritt, also eine Ausnahme ist,
vielmehr ist es sicherlich eines, das sehr oft (wenn nicht am meisten) ein-
tritt.6

Zumindest ist das die Annahme, die man beim Maximum-Likelihood-
Schétzverfahren macht, denn hier sucht man den Parameter 19, der die Wahr-

52es versteht sich von selbst, dass eine kleine Varianz einen guten Schiitzer ausmacht

63d.h. entweder ein diskretes oder stetiges Modell

54Wenn es 2 Millionen weiie Schwine gibt und 200 schwarze und mir zuféllig ein Schwan
begegnet, dann ist das bestimmt kein schwarzer, oder?
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scheinlichkeit, dass ein beobachtetes Ereignis x eintritt, maximiert. Symbo-
lisch heifit das:

withle g so, dass ¥¢ = mgx{g,g(x)w € 0}

Yo bildet somit einen Schétzer T'(x), den wir Maximum-Likelihood-Schétzer
(MLE) nennen.

Definition 8.6 Mazimum-Likelihood-Schditzer
(X, F, Py|Y € ©) statistisches Standardmodell

0: (X X @) - [0700[ (.%',19) = Q(J;aﬁ) = Qﬂ(x)
heif$t Likelihood-Funktion und x heifit Beobachtungswert.

T:X — 0 mit o(x,T(z)) = max{o(z,9)|¥ € O} Vre X
heifft Maximum-Likelihood-Schatzer (MLE). Er ist nicht (notwendigerweise)
eindeutig bestimmit.

Beispiel 8.7 Uberpriifung von Produkten

geg.: Lieferung von N gleichen Produkten
Uberpriifung durch Stichprobe vom Umfang n,
Stichprobe enthalte x defekte Produkte

ges.: Gesamtzahl aller defekten Produkte = ¢

Modell: X ={0,...,n} (Beobachtungsraum)
F =P(X) (wird im folgenden in den diskreten Féllen nicht mehr mit angegeben)
©=1{0,...,N} (die Zahl der defekten Elemente muss > 0 und < N sein)
Py :

(2) (i)
(W)

Problem: Maximum-Bestimmung von g

o9(x) = (hypergeometrische Verteilung)

Dazu Monnotonie-Untersuchung:
YeN, 9<N (=9€0)

oo@) _ (G IW-d—(m-a) 1)
oo—1(x)  ("TH(L) - (V=041

65 9y soll also monoton wachsen
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= UIN - —In+9z+09>IN -9 +9—aN+V%z—2x
— n < zN +z

T(x) = {xN:lJ 66

haben wir somit ein Maximum von ¢ gefunden, denn die Likelihood-Funktion
¥ — oy () ist monoton wachsend fiir alle ¥ < T'(x) und monoton fallend fiir
alle ¥ > T'(x)

Beispiel 8.8 Schliefien auf Gesamizahl von Kugeln in Urne
(vergl. [?] S. 00 - Schitzung eines Fischbestandes)

geg.: es werden w Kugeln aus einer Urne mit nur schwarzen Kugeln entnommen
diese werden durch w weifle Kugeln ersetzt, dann wird durchgemischt

danch werden n Kugeln entnommen
davon seien x weif3
ges.: Gesamtzahl aller Kugeln in der Urne = ¢

Modell: X ={0,...,n}
O={w,w+1,...}
Py :
()

w
>1 < ¥9<n—
x

o(z, V) =

o(z, V)
Q(‘T7 U — 1)
w . .
T(z) = {n—J (Begriindung wie oben bei 8.7)
T
Beispiel 8.9 Schitzung der Erfolgswahrscheinlichkeit

geg.: Bernoulli-Experimente
n-mal durchgefiihrt, dabei x Erfolge
ges.: Erfolgswahrscheinlichkeit p = 4

Modell: X = {0,...,n}
© =1[0,1]
Py :

oto0) = (M) ot - oy

56| 2] ist die "floor”-Funktion und gibt den ganzzahligen Anteil von
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Um das Maximum leichter berechnen zu konnen wird die Likelihood-Funktion
logarithmiert. 57 Die resultierende Funktion nennt man dann log- Likelihood-
Funktion:

L4(9) = In(o(z,9)) = In <Z> txlnd + (n—x)In(l — )
L) =5-1—5 (=0)
= X
T(z)= -

Definition 8.10 Produktmodell / Gauf$sches Modell

Sei (X, F, Pgld € O) ein statistisches Standardmodell fiir eine Beobachtung.
Dann nennt man ein Modell iber n solche Beobachtungen (das entspricht n
unabhdngigen Zufallsvariablen) n-faches Produktmodell:

(X, F,PylY € ©) ~ (X", F&", PS"|9 € O)

Ist die Verteilung des statistischen Modells eine Normalverteilung (Py =
N,v), so nennt man das resultierende n-fach-normalverteilte Produktmodell
auch Gaufisches Modell

Beispiel 8.11 Grdfie des Stichprobenraums schdtzen

geg.:  T1,...,x, € [0,9Y] unabhéingig
ges.:. >0

Modell: X = [0, co[” sollte das nicht [0, ]" sein?
O = [0, 00]
F=B"
Py = Q5 (Gleichverteilung auf [0,]")

[odQe =1 [0 dt

fasst man jeden beobachteten Wert als eine Zufallsvariable auf (z; ~ X;),
dann ist jedes X; nach Qg verteilt:

PX;<t)=t 0<t<9d
1 t>9
0 t<0

57 Aufgrund der Monotonie der Funktion # — logt haben beide Funktionen das Maxi-
mum an der gleichen Stelle
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1 9
E(X;)=- tdt
=5 |
- 9 f: %)
. " falls Xq,...,X, <
Q(le”-:Xnuﬁ)_{ 0 sonst
X
=

Tn(X) = max{X1,..., X} ist MLE
Beispiel 8.12 Gaufisches Modell (n-fach normalverteiltes Produktmodell)
Ausgang eines Experiments sei N, ,-verteilt (¢ Mittelwert, v = o? Varianz)
geg.: Ausginge x1,...,x, unabhingig

ges.: p,v €R, v>0

Modell: X =R"

O = Rx]|0, o0f
F=Bn
Pﬂ:NE:} (M,’U)G@
- 1 S0 (g — p)?
T, M, V) = @ v i) = — € ==y
o(x, 11,v) ]1;[1 o (75) Y xp( o )

log-Likelihood-Funktion:

n 1 9
£2(9) = ~Gim(om) = 5 3 (e~
]:
Schétzer fiir u:
DL,(9) 1 & 1 —
Dy % (zj —p) v 4 (zj — )
Jj=1 j=1
=
= n Z Lj
7j=1
Schétzer fiir v:
DL,(¥) n = 5
Dy 2wty Lm0
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Beim Uberpriifen der hinreichenden Bedingungen bestiitigt sich, dass die
angegebenen Werte fiir 4 und v maximal sind. Es folgt:

Satz 8.13

gegeben sei ein Gaufisches Modell:
X1,..., Xy Ny,-verteilt

x = (x1,...,xy,) Stichprobe

=

n

T(e) = (u(e),o@) = | s =Sy — ula)?
j=1

j=1
ist MLE im n-fachen Produktmodell der N, ,-Verteilung

o8
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